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2 Matematica Discreta

PREFACIO

Estas notas constituem uma abordagem introdutéria ao que se designa, correntemente,
por “Matematica Discreta”. Existem varios textos dedicados a esta vasta area da Matema-
tica, e quase todos eles incluem, com maior ou menor detalhe, nogoes elementares de teoria
dos numeros, incluindo a aritmética modular, véarios aspectos de combinatoéria e funcoes
de contagem, e uma introducao & teoria dos grafos.

Da mesma forma, as presentes notas estao organizadas em trés partes, cada uma das
quais aborda um destes temas. Na primeira parte — “Numeros”, apresenta-se uma introdu-
¢ao a teoria dos nameros elementar, onde se inclui a demonstracao do teorema fundamental
da aritmética, e se introduzem algumas técnicas simples de resolugéo de problemas em arit-
mética modular. O estudo culmina com os fundamentos teéricos de um dos algoritmos mais
usados em criptografia: o algoritmo RSA de “chave publica”.

Na segunda parte — “Fungoes e Combinatoéria”, estudam-se, com algum detalhe, varias
propriedades das fung¢des polinomiais, das fungoes racionais e das séries de poténcias, sendo
estas ultimas interpretadas como funcoes geradoras de problemas combinatorios. Estudam-
se também problemas de combinatéria enumerativa mais gerais, e introduz-se a teoria das
permutacoes e contagens com simetria.

Finalmente, na tltima parte, é apresentada uma introducao & teoria dos grafos. Esta
teoria, relativamente moderna, se compararmos com os dois temas anteriores, reveste-se de
uma importancia crescente na matematica actual, e encontra aplicacoes em intimeras areas
do conhecimento cientifico e tecnolégico. A presente abordagem toca, sem aprofundar em
demasia devido a questoes de espago, nos varios aspectos classicos desta teoria. Tenta-se
também cobrir a maioria dos aspectos tedricos que estao na base do algoritmo “page-rank”,
usado pelo popular “motor de busca” Google, omnipresente na nossa interacgao com o
mundo da internet.
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Parte 1. NUMEROS

Nesta primeira parte, vamos estudar alguns aspectos elementares da teoria dos niimeros.
Comegando pela familiar aritmética dos niimeros inteiros, vamos apresentar e demonstrar
o teorema fundamental da aritmética, que nos garante que qualquer nimero inteiro se pode
escrever, de forma essencialmente tinica, como produto de ntmeros primos.

Seguidamente, introduz-se a aritmética modular, que é a aritmética de nimeros “ci-
clicos” — nimeros que somados um determinado nimero fixo de vezes, dao sempre zero
como resultado. Muitas propriedades dos inteiros modulares sao anélogas as correspon-
dentes propriedades dos niimeros inteiros, embora, devido a sua finitude, os primeiros sejam
naturalmente bem adaptados a processos de céalculo automatizado, como os algoritmos in-
plementados num computador.

Terminamos esta introdugao & teoria dos niimeros com os fundamentos teéricos de um
dos algoritmos mais usados em criptografia: o algoritmo de encriptagao de mensagens
usando “chave publica” conhecido por algoritmo RSA.

1. NUMEROS INTEIROS

Um nGmero inteiro é um elemento do conjunto:
{ 7_27_1707172737 }

O conjunto de todos os niimeros inteiros é denotado por Z. Ha dois importantes subcon-
juntos dos nimeros inteiros: Os niimeros naturais,

N:={1,2,3,---},
que também sao chamados os inteiros positivos, e os ntimeros inteiros ndo negativos,
Np:={0,1,2,--- } = NU{0}.

Menos usada é a notagao N_ := {--- | —3,—2,—1}, para o conjunto dos inteiros negativos.

Nestas notas, vamos usar sempre a expressao “:=" para indicar que o elemento/expressao
que fica do lado esquerdo é definido(a) pela expressao do lado direito.

Acima, usdmos livremente as notagoes comummente aceites da teoria dos conjuntos,
como a notagao dos paréntesis, “{---}”, que serve para descrever um conjunto (mesmo
quando ele é infinito, através das reticéncias) e a operagao “U” que denota a reuniao de
dois (ou mais) conjuntos. Outros exemplos de identidades entre conjuntos sao:

Z=NoUN_, NAN_=g,

onde “N” representa a intersec¢ao de conjuntos, e & é o conjunto vazio.

Outra terminologia tibiqua é a que se usa para abreviar que um dado elemento pertence
(€), ou nao pertence (¢), a um dado conjunto. Por exemplo, como —217 é um inteiro
negativo, podemos escrever

—217€7Z,  -217¢N.

Faremos um estudo bastante mais detalhado de varias propriedades e operagoes em
conjuntos, em particular para o caso de conjuntos finitos, na segunda parte do livro, ao
abordar processos de contagem e combinatoria.

1.1. Artimética dos inteiros. A importincia dos ntumeros inteiros vem do facto de po-
dermos fazer operagoes tteis com eles. O estudo das operagoes mais simples com inteiros:
a adi¢ao (ou soma), a subtrac¢ao (ou diferenga), a multiplicagao (ou produto) e a divisao
(com resto) designa-se, no seu conjunto, por Aritmética dos inteiros. Obviamente, vamos

assumir que tudo isto é muito bem sabido, bastando-nos rever sucintamente alguma da
terminologia corrente na aritmética.
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Recorde-se, por exemplo, que em expressoes de soma (+) ou de subtragao (—), tais
como:
6+13, 6—13,
os inteiros 6 e 13 chamam-se parcelas. Para o produto é normalmente usada a notagao “x”

1382

ou “-”. Vamos usar a segunda, por ser mais simples. Numa expressao de produto, como:

6-13,

os inteiros 6 e 13 designam-se por factores.

Sabemos que a + b = b+ a para qualquer par de inteiros a,b € Z. Da mesma forma
a-b = b-a para quaisquer a,b € Z. Assim, dizemos que a adi¢ao e a multiplicagdo sao
operacoes comutativas, o que nao se passa com a subtracao.

H& um elemento neutro da adigao, o zero (0), e outro da multiplicagao, o ntimero 1, pois
temos:

a+0 = 0+a=aqa,
a-1 = 1l-a=a, VaclZ.

O simbolo “V” deve ler-se “para todo”. Outras propriedades que tomamos como certas e
sabidas sao a associatividade da soma e do produto:

a-(b-c) = (a-b)-c,
a+(b+c) = (a+b)+e¢, Va,bcelZ,
bem como a distributividade do produto em relacdo a soma:
a-(b+c)=a-b+a-c, Va,bcecl.

Também é bem sabido que, dado um inteiro qualquer, a € Z, existe um outro, chamado o
seu simétrico e denotado por —a tal que!

a+ (—a)=0.

Recorde-se que o 0 é também chamado o elemento absorvente da multiplicagao, porque
a-0=0-a=0 para todo a € Z (Exercicio 1.1(c)).

Finalmente, realgamos uma das mais importantes regras referentes ao produto de intei-
ros: a chamada “lei do corte de factores iguais” ou simplesmente “lei do corte”. Ela diz-nos
que, para todo o inteiro a nao nulo (isto é, a # 0) temos

a-b=a-¢c & b=c, VbcelZ.

Acima, o simbolo < significa que existe uma equivaléncia [dgica entre a expressdo do lado
direito e a expressao do lado esquerdo. Por outras palavras, sempre que a # 0, podemos
substituir a expressao “a-b=a -’ por “b = ¢’ e vice-versa sem cometer nenhum erro.

Convém enfatizar que, se b = ¢ entdo a - b = a - ¢ para qualquer valor de a € Z. No
entanto, a implicagao contréaria apenas se verifica quando a # 0.

Exercicio 1.1. Mostre, de acordo com as propriedades de Z, +, -, 0 e 1, acima enunciadas, as seguintes
regras, para quaisquer a, b € Z:

(a) A subtracgao néo é comutativa nem associativa,

(b) O produto ¢é distributivo em relagao a subtracgao,

(¢) a-0 =0-a = 0, [Aqui, pretende-se mostrar que esta regra é consequéncia das outras regras
enunciadas,

(d) (<1)-a = —a,

(e) (—a)- (=b) =a-b,

(f) Sea-b=0, entdo a =0 ou b = 0. [Sugestdo: use a lei do corte].

INote-se que, de acordo com esta terminologia, o ntimero zero é o seu préoprio simétrico.
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A lei do corte, se incorrectamente aplicada, pode dar origem a resultados estranhos...!

Exercicio 1.2. Considere a seguinte “demonstracio de que 1 = 2”. Seja x uma variavel que representa

um nimero inteiro. Podemos escrever 2® — z? = 2 — 2. Factorizando, temos z(z — z) = (z + z)(z — z),

logo pela lei do corte x = x + x = 2x. Novamente pela lei do corte 1 = 2. Onde esta o erro no argumento
anterior?

Os seguintes exercicios sao também imediatos, e abordam a relagdo entre os inteiros e
os naturais, que sdo, como definimos, os inteiros positivos.

Exercicio 1.3. Mostre, usando as propriedades acima enunciadas, as seguintes regras:

(a) O namero 0 é o unico inteiro igual ao seu simétrico.

(b) Se a € Z nao é zero, temos a € N ou —a € N (e um dos casos exclui o outro).

(¢) A soma e o produto de dois nimeros naturais ¢ um nimero natural, mas o mesmo néo se verifica
para a subtraccao.

(d) O produto de dois ntimeros negativos ¢ positivo.

Notagao: De ora em diante, por brevidade, omitiremos o ponto na multiplicagao de ni-
meros representados por letras; por exemplo, “ad” designa o produto dos dois
ntmeros a,b € Z. Usaremos o ponto apenas para nimeros concretos, como em
“23-7=161"

Propositadamente, a operacao de divisao com resto foi deixada para uma préxima sub-

seccao, para dar-lhe um tratamento mais detalhado, o que serd extremamente 1til na

demonstracao do teorema fundamental da aritmética, na Subsecgao 1.8.

Entretanto, vamos recordar outras propriedades dos inteiros, nomeadamente a sua es-
trutura de ordem.

1.2. Ordenagao em Z e em N. Para além das suas propriedades aritméticas, o conjunto
7Z tem uma outra propriedade muito importante, que reflecte a possibilidade de ordenarmos
os nameros inteiros: dados dois inteiros diferentes, existe sempre um deles maior que o
outro. Isto acontece também para conjunto dos ntimeros naturais N.

Concretamente, podemos definir a relagao de ordem em Z da seguinte forma. Comeca-
mos por dizer que um niimero inteiro a € Z é positivo se a € N, e escrevemos “a > 0.

Definigao 1.4. Sejam a,b € Z. Dizemos que o inteiro a € maior que o inteiro b, se a—b € N,
ou seja, se a — b é positivo, e escrevemos a > b. Neste caso, também dizemos que b é menor
que a, ou b < a.

Assim, por defini¢ao:
a>b & b<a & a—-b>0 & b—a<0 & a—-belN

Podemos também entender esta relacao de ordem dizendo que o ntimero maior se obtém
do menor somando um ntmero positivo. De facto, a < b se e s6 se existe n € N tal que
a—+mn = b. Outra terminologia e notagdo que se usa com frequéncia é a de “maior ou igual”
(>) e de “menor ou igual” (<).

Notagao: Sejam a,b € Z. Dizemos que a é maior ou igual a b, e escrevemos a > b se
a—0b € Ny, ou seja, se a > b ou se a = b. De forma analoga usamos a expressao
“menor ou igual” e a notagao “<”.

Usando estas notagoes, podemos escrever por exemplo,
Va,b>0, ab>0 e a+b>0,

de acordo com o Exercicio 1.3(c).

Proposigao 1.5. As relagées >, <, > e < sdo transitivas, isto € se a > b e b > ¢, entdo
a > c. As outras 3 relagdes verificam a mesma propriedade.
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Demonstracao. As condigbes a > b e b > ¢, para nimeros inteiros a, b, ¢, significam que
existem m e n positivos tais que a = b+mneb=c+m. Assim,a =c+m+n o que
significa, como m+n é positivo, que @ > ¢. Da mesma forma se demonstra a transitividade
das outras relagoes. O

As seguintes propriedades bem conhecidas sdo deixadas como exercicio.

Exercicio 1.4. (a) Tricotomia: Dados dois inteiros temos sempre uma das seguintes situacoes, e se
uma ocorre, as outras nao: (i) a > b (ii) @ < b (iii) a = b.

(b) Sea>bec>0,entdo ac>bc

(c) Se a > b entdo —b > —a

(d) Sea>bentdfoa+c>b+c, VceZ.

E facil de ver, usando as relacdes de ordem e as propriedades aritméticas, que ambos
os conjuntos Z e N sdo infinitos. Vamos estudar conjuntos finitos e infinitos em maior
detalhe no Capitulo....

Proposigao 1.6. Os conjuntos Z e N sao infinitos.

Demonstra¢ao. Vamos supor que N é um conjunto finito. Entao, comparando todos os
elementos dois a dois, e usando a tricotomia (Exercicio 1.4(a)) e a transitividade da relagao
< (Proposigao 1.5) obtemos o natural a, o maior de todos os elementos de N. Mas a + 1
é também natural e é maior que a. Obtemos uma contradi¢do, o que significa que a nossa
hipotese estava errada. Assim, N é infinito. Para Z o racioncicio é anélogo. O

A demonstragdo acima ilustra uma das técnicas de demonstracao muito frequentes em
matematica, designada por “demonstracdo por contradicao”. Nela, fazemos a hipotese
contraria ao que pretendemos mostrar, assumindo também todas as outras hipdteses do
enunciado. Usando propriedades e resultados previamente demonstrados, chegamos a uma
contradigao légica. Nesse caso, pelo menos uma das hipéteses que usamos estava errada.
Mas como todas as hipoteses estavam no enunciado, a excepc¢ao da contraria & que queria-
mos provar, é esta tltima que esté a ser negada, quando assumimos as outras.

1.3. Divisao e divisores. O algoritmo de divisao de nimeros inteiros, com resto, apa-
rece descrito por primeira vez na histéria conhecida, no tratado de Euclides chamado “Os
Elementos”.

Consideremos em primeiro lugar a divisao de um nimero inteiro a € Z por um namero
natural b € N (em particular, temos b # 0). E bem sabido que podemos sempre resolver a
equacao:

a=bqg+r,
encontrando inteiros ¢, r € Z que a satisfagam.

E muito importante nesta equacio o facto de que ¢ e r ficam unicamente determina-
dos desde que se exija que 0 < r < b. Quando se verifica esta condigao, g e r sdo tnicos
(Exercicio 1.5 (d)), e chamados entao, respectivamente, o quociente e o resto da divisao de
a por b.2

2Numa terminologia menos usada, a e b, chamam-se o dividendo e o divisor, respectivamente.
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Exemplo 1.7. Vamos elaborar o algoritmo de divisao no caso seguinte: a divisao de
a = 487 por b = 32. Temos:

487 32
32 15
167
160
7.
Concluimos entao: 487 = 3215+ 7. Assim, o quociente da divisao de 487 por 32 é 15, e
o resto é 7. Como podemos verificar r =7 € {0,--- ,31}.

Exercicio 1.5. Mostre o seguinte para a divisdo a = bg + 7

(a) Se a,b € N, entdao a > b se e 86 se ¢ > 1;

(b) Se 0 < a < b, entdo ¢ = 0 e r = a, respectivamente;

(¢) O mesmo resto r obtém-se dividindo a + kb por b, para qualquer inteiro k € Z;

(d) [Unicidade da divisao com resto] As igualdades a = bg+r = bq’'+r’, com a condigao r, ' € {0,--- ,n—1}
implicam r =1" e ¢ = ¢’.

Em geral, o resto da divisdao de um inteiro por um natural é ndo nulo. Quando o resto
é zero, temos uma situagao especial.

Definig¢ao 1.8. Sejam a,b € Z. Diz-se que b divide a, ou que b é um divisor de a, ou ainda
que a é um divisivel por b, se existe um outro inteiro ¢ € Z tal que

a=bq.
Se um tal inteiro ndo existe, diz-se que b n3o divide a.

Por outras palavras, supondo a e b positivos, b divide a se e somente se o resto da divisao
de a por b é zero.

Notagao 1.8. Quando b divide a, escrevemos b | a. Se b nao divide a, escrevemos b 1 a.
Quando b | a também dizemos que a é um maultiplo de b.

Exemplo 1.9. Temos 5 | 15, uma vez que 15 = 5 - 3. Por outro lado 5 1 16, uma vez que
o resto da divisao de 16 por 5 é 1 # 0.

De modo a familiarizar o leitor com esta notagdo e terminologia, mostramos algumas das
propriedades desta relagdao e deixamos outras como simples exercicios.

Proposigao 1.10. Sejam a,b,c € Z.
(1) Sea|beb]c entioalc.
(2) Seb|aealb entio |al =1b).
(3) Sea,b>0eal|b, entioa <b.

Acima, usdmos a notagao do valor absoluto, ou médulo, definido por:

a, a>0
la| =
—a, a <0,

de modo que temos sempre |a| > 0 e |a| = | — a| para qualquer inteiro a.

Demonstragao. (1) A hipotese afirma que existem n e m, inteiros, tais que b = na e ¢ = mb.
Portanto ¢ = mna e, sendo mn um inteiro, a | ¢. (2) Supomos primeiro que ab # 0. Se
a =mb e b= na, entdo ab = mnab. Usando a lei do corte, concluimos que mn = 1. E
facil verificar que as tnicas solugoes sao m =n =1 ou m = n = —1 (Exercicio ...). Logo,
a=>boua=—b. O caso em que ab = 0 é deixado ao leitor. (3) Seja ¢ € Z tal que b = qa
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(pois a | b). Sendo a e b positivos, vemos que também ¢ deve ser positivo, ou seja, natural.
Assim, ¢ > 1. Multiplicando por a > 0 temos aq > a, ou seja b > a. O
Exercicio 1.6. Sejam a,b, ¢ inteiros. Mostre as seguintes afirmacoes:

(a) 1| a, eal0, para todo a.

(b) Se a | b, entdo a | bk, e ak | bk para todo o k € Z.

(¢) a| b é equivalente a |a| | |b].

(d)Sealbealc,entdoal(b+c)eal(b—c).

(e) Numa divisdo a =bqg+r,se c|a e c|b, entdo c | r.

Notagao: Usamos a notagao Div(a) para o conjunto dos divisores positivos de a € Z.

Observagao 1.11. Embora qualquer inteiro tenha divisores positivos e negativos (se d | n,
entdo também —d | n), para evitar redundancias irrelevantes, no conjunto Div(n) (bem
como na defini¢do de nimero primo, abaixo), consideramos apenas os divisores positivos.
Em particular Div(—n) = Div(n) para todo natural n.

Um diagrama de divisores ¢ um diagrama que mostra os divisores (positivos) de um dado
natural e suas relagoes de divisao. Por exemplo, o diagrama de divisores de n = 12 é:

1 — 2 — 4

N N N
3 — 6 — 12

As setas a — b aparecem sempre que a € o maior divisor de b distindo de b. Num destes
diagramas, os primeiros naturais que aparecem logo a seguir ao 1 (o 1 esta sempre presente
(Exercicio 1.6(a))) chamam-se nimeros primos.

1.4. Ntimeros primos.

Definicao 1.12. Diz-se que um ndmero natural p € N, p > 1, é um ndmero primo se
os tnicos divisores (positivos) de p s@o 1 e p. Os numeros naturais que nao sao primos
chamam-se nimeros compostos.?

Assim, n & primo se e s6 se Div(n) = {1,n} (comn € Nen > 1).

Exemplo 1.13. O ndmero 191 é primo; o namero 192 é composto. De facto, Div(191) =
{1,191} e

Div(192) = {1,2,3,4,6,8,12, 16, 24, 32,48, 64,96, 192},
como se pode verificar directamente.

Exercicio 1.14. Mostre que um natural n é composto se e s6 se tem um divisor maior ou igual a 2 e
diferente de n.

Ao contrario do processo de divisao, nao existe nenhum algoritmo simples e rapido para
determinar se um ntimero muito grande é ou nao primo. Estudaremos melhor este tipo de
problemas mais tarde, e veremos a sua aplicagao a criptografia.

Proposicao 1.15. Qualquer nimero natural é divisivel por algum primo.

Demonstracao. Seja a € N. Se a é primo, nada hé a provar. Seja entdo ¢ = a1 um nimero
composto: a; = agb para certos nimeros naturais ag, b > 1 (Exercicio 1.14). Como b > 1,
temos as < ay. Se ag é primo, a demonstragdo termina. Caso contrario, repetimos o
processo para as. Continuando desta forma, e como o ntimero de naturais menores que
a ¢ finito, este processo termina num ntmero a, > 2, que é forgosamente primo. Por
construcao

an!an—l \ ”’\aﬂal:a,

(ak | ag—1, para k = 2,--- ,n) pelo que o primo a,, divide a, como queriamos provar. [

3Por convengao, 1 nao é primo nem composto.



Matematica Discreta 9

Observagio 1.16. Da mesma forma, qualquer inteiro nao nulo, diferente de £1 é divisivel
por algum primo.

Teorema 1.17. (Teeteto/Euclides) O nimero de primos € infinito.

Demonstra¢ao. Vamos supor que {p1,p2, -+ ,pn} € 0 conjunto finito de todos os nameros
primos. Podemos ordena-los de forma crescente: p; = 2, po = 3, pg = 5, etc. Assim,
estamos a supor que p, é o maior nimero primo, e que n € N é o niimero de primos.
Consideremos o namero m = pips -+ - p, + 1. Como m é maior que o maior primo (pois
m=mpy-pn+1>pi-pp > pn), m tem que ser composto. Pela proposigdo anterior,
existe um primo que divide m, por exemplo py | m, para certo k € {1,--- ,n}. Como

Pk | p1p2 -+ - pn, temos
pr | (m —pip2---pn) < pr | 1.

Obtemos uma contradi¢ao, porque nenhum primo divide 1. Portanto, o ntimero de primos
nao é finito. 0

Existem imensos problemas em aberto sobre os ntimeros primos. Por exemplo, sabe-se
que existem sequéncias arbitrariamente grandes de ntimeros consecutivos que sao compos-
tos: veja-se o Problema 1.9 (14). Por outro lado, a mesma questao para nimeros primos
é extremamente dificil.

Um exemplo é o seguinte. Sendo n € N, os nimeros n, n+ 2 chamam-se primos gémeos
se ambos sao primos (logo, n tem que ser impar). Apesar de ter mais de 2000 anos é ainda
um problema em aberto saber se o nimero de primos gémeos é ou nao infinito.

1.5. O Algoritmo de Euclides. Embora pareca surpreendente a primeira vista, é uma
tarefa muito dificil para humanos, e até para computadores, determinar se um dado nimero
é primo, caso esse numero seja mesmo muito grande.

Existe outra nogao, relacionada com o conceito de namero primo, que resulta ser muito
mais manejavel, e cujas propriedades permitem provar resultados importantes, tal como
o proprio teorema fundamental da aritmética. Esta nocdo torna-se assim muito tutil na
pratica, ao trabalhar com ntmeros inteiros, bem como com os ntmeros modulares que
estudaremos no capitulo 3.

Estamos a falar de pares de ntmeros que se chamam primos entre si, e das nocoes
associadas de mdxzimo divisor comum e de menor mailtiplo comum.

Estas nogoes sao extremamente importantes por si s6, em muitos problemas concretos. O
algoritmo de Euclides é um processo extretamente 1til e versatil no calculo destes nimeros.

Definigao 1.18. Sejam dados inteiros a,b € Z, em que pelo menos um deles é nao nulo.
Dizemos que d é um maximo divisor comum b (abreviadamente mdc) de a e b, se d é positivo,
divide ambos os inteiros a e b, e se qualquer outro ¢ € N com as mesmas propriedades divide
d (ou seja, se as condigoes ¢ | a e ¢ | b implicam ¢ | d).

Esta definicdo garante que o méximo divisor é dnico. Mas, & partida, ndo é imedia-
tamente evidente que exista um natural d com as propriedades indicadas (para todos os
pares a, b nas condigoes indicadas). Isto serda mostrado no Teorema 1.26.

Proposigao 1.19. Dados inteiros a e b nao ambos nulos, existe um unico mdximo divisor
comum de a e b.

Demonstragio. Sejam d e d’ dois maximos divisores comuns de a e b. Entao, como tanto d
como d' dividem simultaneamente a e b, a tltima condigao da definigao diz-nos que d | d’
e d' | d. Entao, pela Proposi¢ao 1.10(2) temos d’ = +d. Finalmente, como tanto d como
d' sao positivos, por defini¢ao, concluimos d = d'. O
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Notagao 1.18. Sendo a,b € Z nao ambos nulos, o tnico maximo divisor comum entre a
e b é denotado por mdc(a,b), ou por vezes, simplesmente por (a,b).

Temos entdo as seguintes propriedades imediatas, que se deixam ao leitor. Sendo muito
frequente lidarmos com condi¢des para nimeros nao nulos, vamos usar a notacdo Z> para
denotar o conjunto dos inteiros que nao sao zero. Assim,

7" =NUN_.

Exercicio 1.20. Sejam a,b € Z nio ambos nulos.
(a) (a,b) < min{lal, [o]}
(b) (a,6) = (b,a) = (|al, o)

(c) (ka, kb) = k (a,b)

(d) (b,0) = (0,b) = |b|, para b € Z*

(©) (b,1) = (1) = 1

o

Observagao 1.21. Note-se que (0,0) nao estéa definido. De facto, como qualquer inteiro
divide 0, nao existe um méximo divisor comum entre 0 e 0. Esta é a razao porque nos
restrigimos ao caso em que a, b nao sao ambos nulos.

Definigao 1.22. Sejam a,b € Z*. Se 1 é o maximo divisor comum de a e b, mdc(a,b) = 1,
entao a e b dizem-se primos entre si.

Exercicio 1.23. Sejam a,b € Z* e d tal que % e % sdo inteiros. Mostre que d é o méximo divisor

comum entre a e b se e s6 se 5 e % sao primos entre si.

Proposigao 1.24. Sejam a,b € Z*. Entado, a e b sao primos entre si, se e s6 se nao existe
nenhum primo p que os divide a ambos.

Demonstragao. Seja (a,b) = d. Se o primo p divide a e b, entdo p | d, por definigdo de d.
Como tal, d > p > 1, pelo que a e b ndo sdo primos entre si. Reciprocamente, se d > 1,
seja p um primo que divide d. Entao p |a e p | b. O

Observagao 1.25. Na definigdo acima poderiamos ter considerado a ou b (embora nao
ambos) zero. No entanto, ¢ facil verificar que o zero nunca é primo com nenhum outro
inteiro maior que 1 (Exercicio 1.20(d)).

Vamos agora descrever o algoritmo de Euclides, que determina o maximo divisor comum
d entre dois inteiros a,b € Z. O caso em que a ou b é nulo, bem como o caso a = b sao
imediatos. Como o caso de inteiros negativos é equivalente ao dos seus modulos (Exer-
cicio 1.20), vamos considerar como dados iniciais um par a,b de nimeros naturais
distintos.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a > b. Comegamos por aplicar o
algoritmo da divisao de a por b, com resto. Por uma razao que sera rapidamente evidente,
vamos colocar dy := a e dy := b. Definimos entdo do como o resto da divisao de a por b,
ou seja:

a=bq + dsy = do = diqq + da,
para certo g1 € N, onde por definicao de resto, temos 0 < dy < di. Se dy = 0, paramos,
pois dy = d = (a,b), como podemos facilmente verificar.

Caso contrario, continuamos. O segundo passo é dividir dy por do, e novamente cha-
mamos a dg o resto desta divisdo. Obtemos entao 0 < d3 < ds; se d3 = 0 paramos, caso
contrario continuamos. Vamos entao construindo uma sucessao estritamente decrescente
de niimeros naturais:

a=dy >b=dy >dy > > d, >dn+1:0,

até chegar a zero, altura em que obtemos o maximo divisor comum: d,, = (a,b). Dada a
sua importancia, convém enunciar estes resultados numa Proposicgao.



Matematica Discreta 11

Teorema 1.26. [Algoritmo de Euclides| O processo acima termina sempre num nidmero
finito de passos. Sendo d,+1 =0, entao o mdximo divisor comum de a e b € (a,b) = d,,.

Demonstracao. O facto de haver um ntimero finito de passos é simples. De facto o conjunto
D :={dy,dy, -+ ,dp, -} C{0,1,--- /do}.
Assim, D tem cardinalidade inferior a @ = dy. Seja d, 11 = 0. Entao, por construgdo temos
dy = diq1+dy
(1.1) di = daqa+ds

dn—l = ann+0

Isto significa que d,, | d,—1. Pela equagao d,,—2 = dn—1¢n—1 + d,, vemos que d,, | d,—2 €
assim sucessivamente. Concluimos entao que d,, | d; e que d,, | dy. Ou seja, d,, divide a e
b. Seja agora ¢ > 0 tal que ¢ | a e ¢ | b. Entao, a primeira equagao diz-nos que ¢ | dg, a
segunda equagao implica ¢ | ds, etc (cf. 1.6). Assim, concluimos que ¢ | d,, e portanto, por
defini¢ao de méaximo divisor comum, o mdc entre a e b existe, e é igual a d,, = (a,b). O

1.6. A equacao de Bézout. A seguinte identidade, chamada equacao de Bézout, é de
grande utilidade em varias situagoes.

Teorema 1.27. Sejam dados inteiros a e b nao nulos. Se d = (a,b) entao existem inteiros
u e v, tais que
d=au+buv.
Além disso, u e v sao as unicas solugoes, a menos de sinal, que verificam |u| < |§| e
a

Demonstracao. A demonstragao usa o algoritmo de Euclides, no “sentido inverso”. Usemos
a mesma notagao que na demonstragao do Teorema 1.26, onde temos varias equagoes (1.1)

da forma di_1 = di qi, + dg+1, com k =1,--- ,n — 1. Escrevemos entao:
(dy, em termos dos anteriores) : dp = dp—o — dp—1qn-1
(dp—1 em termos dos anteriores) : dp =dn—2 — (dp—3 — dn—2Gn—2)qn-1 =

= dn—2(1 - Qn—2Qn—l) - dn—3Qn—1 =
(dp—2 em termos dos anteriores) : dp = (dn-a4 — dp—3qn—3)(1 — ¢n—2qn—1) — dn—3qn-1

dp =udy+vdy

Como d,, = d e chegamos num nimero finito de passos aos indices 0 e 1, ou seja, escrevemos
d, como combinagdo dos inteiros dg = a e di = b, como queriamos. A Tnica parte que
fica por demonstrar é a existéncia de uma solucao que verifique as desigualdades indicadas
para u e v. Estas tém uma interessante interpretacao geométrica que deixaremos para o
capitulo dos ntimeros racionais. O

Quando o mdc se encontra num namero pequeno de passos, o método indicado nesta
demonstracao ¢é suficiente para determinar as solugdes u e v da equagdao de Bézout. No
entanto, quando h& muitas operagoes envolvidas, convém recorrermos a uma tabela para
sistematizar os célculos e evitar erros, como no seguinte exemplo.

Exemplo 1.28. Vamos encontrar o méximo divisor comum, e seguidamente resolver a
respectiva equacao de Bézout, para o par de inteiros a = 711 e b = 132. Primeiro o
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algoritmo de Euclides:

711 =132-5451
132=51-2+30

51 =30-1+21
30=21-14+9
21=9-2+3
9=3-3+0.

Assim, obtemos d = mdc(711,132) = 3.
Vamos escrever cada equagao acima como d; = djy1¢i+1 + dit2, com i comecando em
zero. Podemos agora encontrar, recursivamente, os inteiros x; e y; que verificam a equagao

(1.2) d; = T11a; +132y;,

com a ajuda de uma tabela. Esta é elaborada da seguinte forma. Colocamos os d; na
primeira coluna (esquerda) e os ¢; na coluna seguinte. Nas primeiras duas linhas de z; e
y; colocamos as solugoes 6bvias da equagao (1.2), ou seja, zg =1, yo = 0; 1 =0, y1 = 1.
Seguidamente, cada par (z;,y;) é obtido fazendo

Titl = Li—1 — il
Yi+1 = Yi-1 — GYi-

Obtemos entao, o seguinte:

i d g% T Y
0 | 711 10
1] 132 5 1
2] 51 2 1 -5
3] 3 1 -2 11
4] 21 1 3 —16
51 9 2 -5 o7
6 | 3 13 —70

Nesta tabela, na linha i, x; é obtido subtraindo a x;_s (2 linhas acima) o produto de ¢;
por x; (uma linha acima), e o mesmo para y;. Finalmente, podemos escrever d = 3 =
13-711 — 70 - 132, que é a solugao da equagao de Bézout desejada.

Consideremos agora o problema da unicidade na equacio de Bézout. E facil ver que,
para a,b € Z* e d = (a,b), se temos uma solugao (u,v) da equagao:
d = au + bv,
entao o par (v/,v") := (u+ kb,v — ka) é também solugdo, para qualquer inteiro k € Z. De

facto, d = au + bv = a(u + kb) + b(v — ka).

Exercicio 1.29. Mostre que, dada uma solugéo (uo,vo) da equagio de Bézout d = au + bv entdo todas

as solugoes sao da forma (uo + kb, vo — kb) para certo k € Z.
Vale a pena salientar uma caso particular muito importante.
Corolario 1.30. Se a e b sao inteiros primos entre si, entdo podemos escrever:

l=ax+by

para certos x,y com || < |b| e |y| < |a|]. Dada uma solug¢ao (xg,yo), todas as outras
solugoes sao da forma (xg + kb, yo — ka).
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Demonstracao. A existéncia de solucdo segue imediatamente do teorema anterior, pois
neste caso d =1 = (a,b). A descrigao de todas as solugoes segue do Exercicio 1.29. ([l

A identidade de Bézout permite-nos resolver todas as equagoes lineares do mesmo tipo.
Teorema 1.31. Sejam dados inteiros nao nulos a,b,c, com d = (a,b). Entao, a equagdo
c=au+bv

tem solug¢ao u,v € Z se e s6 se d | c. Neste ultimo caso, a solu¢ao geral desta equagao é:
b a
u=ug+ -k, v=uv9— =k, ke Z.
"4 ° " d
Demonstracao. Se a equagao tem solucdo, ou seja, temos ¢ = au + bv para certos u,v € Z,
entdo d | au+bv (porque d | a e d | b), ou seja, d | c. Para provar o reciproco, consideramos
a nova equagao:

a b
que tem solucao (z,y) € 72, porque % e % s@0 inteiros primos entre si (Exercicio 1.23).
Supondo que d | ¢ entdo existe m tal que ¢ = md pelo que

c a
m = P = Em:ﬂ—l-amy,
que equivale a ¢ = a(mx) + b(my), pelo que (up,vo) = m(x,y) & uma solugdo da equagao
original. Deixamos ao leitor a conclusao que a solucao geral passa por fazer as substituicoes
uob—>uo+§k,UOHUO—%kparakGZ. O

A equagao de Bézout permite-nos mostrar os seguintes resultados.

Corolario 1.32. Sejam a,b, ¢ inteiros nao nulos, com (a,b) = (a,c) = 1. Entao (a,bc) =
1.

Demonstracao. Sabemos que existem inteiros u, v, s,t tais que:
au+bv=1=as+ ct.

Multiplicando bv = 1 — au por ¢t = 1 — as obtemos bcvt = (1 — au)(l —as) = 1 —
a (s +u — aus) ou, de outra forma:

1 =bcvt + a(s + u — aus).

Isto significa que existe solu¢ao da equagao de Bézout para os nimeros bc e a (a solugao é
o par: (vt, s+ u — aus)). Assim, pelo Teorema 1.31 d = 1 é maltiplo de (a,bc). Ou seja,
(a,bc) = 1 como queriamos mostrar. O

Uma propriedade fundamental dos niimeros primos é a seguinte.

Proposicao 1.33. Seja p um nimero primo, e a,b inteiros arbitrdrios. Entao p | ab se e
sé seplaoup|b.

Demonstragao. Se p | a ou p | b, entdo p | ab, sendo isto uma regra geral (ndo é preciso
que p seja primo). Vamos provar o contrareciproco. Isto é, vamos supor que pta e p 1 b.
Entao, (a,p) = (b,p) = 1, pois p é primo, e a possibilidade (a,p) = p foi excluida por
hipotese. Entao, pelo Corolério anterior, temos (p,ab) = 1. Novamente, porque p é primo,
obtemos que p 1 ab. O

1.7. O Principio de Indugao. O Principio de Indugdo, as vezes também chamado Prin-
cipio de Induciao Matemdtica, ¢ um argumento utilizado, com muita frequéncia, na deducgao
de propriedades gerais dos nimeros naturais ou inteiros. Usaremos este principio na de-
monstracao do Teorema Fundamental da Aritmética.



14 Matematica Discreta

O Principio de Indugao usa a ordenagao dos ntimeros inteiros introduzido na subsecgao
1.2, embora seja independente das propriedades das relagoes “maior que” ou “menor que”.

Notagao: Dados dois conjuntos A, B, escrevemos A C B e dizemos “A é subconjunto de
B” se todo o elemento de A pertence também a B. Ou seja, se a € A, entao
a € B. Esta terminologia admite também os casos extremos: A =B, A = @.

Definigao 1.34. Seja A C Z um conjunto arbitrario de ntimeros inteiros. Dizemos que A
tem um elemento minimo m, se m € A e se m < a para qualquer a € A.

De forma anéloga, podemos definir um elemento maximo, trocando o sentido das desigual-
dades.

Exercicio 1.35. Mostre que se A C Z tem minimo, entdo ele & tinico.

Consideremos o seguinte axioma, chamado “Axioma da boa ordenagao”.

Axioma (da Boa Ordenacgao) Seja A C N um conjunto nao vazio de niimeros inteiros.
Entao A tem um minimo.

Observagao 1.36. Note-se que para o conjunto Z, o mesmo principio nao é valido em geral
(Exercicio 1.37(1)), a néo ser que adicionemos uma hipétese. Dizemos que um subconjunto
A C Z é limitado inferiormente, se existe x € Z tal que z < a para qualquer a € A. Em
particular, qualquer conjunto com um minimo é limitado inferiormente. Reciprocamente,
se A C Z é nao vazio e limitado inferiormente, entao o Axioma da Boa Ordenagao diz-nos
que A tem um minimo (Exercicio 1.37(2)).

Exercicio 1.37. (1) Dé exemplos de subconjuntos (ndo vazios) A C Z que ndo sio limitados inferior-
mente, e que, portanto, nao possuem minimo.

(2) Mostre o “axioma da boa ordenagdo para Z”: Qualquer subconjunto A C Z nao vazio e limitado inferi-
ormente tem um minimo.

(3) Enuncie um outro “axioma da boa ordena¢ao” para Z e N envolvendo limites superiores e maximos, em
lugar de limites inferiores e minimos. Mostre que este novo axioma é equivalente ao anterior.

(4) Mostre que qualquer subconjunto finito de Z tem um minimo e um maximo, sem usar o axioma da
boa ordenacao.

Embora estas propriedades dos ntimeros inteiros e dos naturais sejam intuitivas, devemos
tomar consciéncia de que nao sao consequéncias imediatas das outras propriedades. De
facto, existem conjuntos (infinitos) com as mesmas propriedades aritméticas, e as mesmas
relagoes de ordem, que nao verificam o axioma da boa ordenagao. Como exemplo, temos
o conjunto dos numeros racionais.

Exercicio 1.38. Mostre que, se em lugar dos inteiros, considerarmos nimeros racionais, e as mesmas
defini¢bes acima, o conjunto infinito
1
A= {— ne N} ,
n

ndo tem um elemento minimo (embora seja limitado inferiormente: 0 < a para todo o a € A). Mostre que
qualquer conjunto finito de nimerios racionais tem um minimo e um maximo.

Estamos agora em condicoes de enunciar o Principio de Indugao Matematica, e demonstré-
lo usando o axioma da boa ordenagao.

Este enunciado é mais abstracto que a maioria dos teoremas que tratamos neste livro,
uma vez que nele utilizamos a nocao de uma proposicao arbitrdria sobre niimeros naturais.
Uma tal proposigao vai ser denotada por P(n), onde n € N. Para dar exemplos muito
simples, P(n) pode referir-se a uma das seguintes proposicoes:

(1) P(n): (n+1)2=n?+2n+1,

(2) P(n): v/n <28.
(3) Pln): Yy (2m —1) =
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E facil ver que a primeira proposicdo é sempre vélida em N (e é valida mesmo em Z),
enquanto que a segunda é falsa em geral, pois existem naturais cujas raizes s@o maiores
que 28.

Vamos agora dar um exemplo de como usar o Principio da Indugao para demonstrar a
validade da terceira proposigao:

n
Z (2m — 1) = n?,
m=1
para todo o natural n. Em primeiro lugar, a proposi¢do P(1) é a igualdade com n = 1:
2;21(2771 — 1) = 12, o que facilmente se verifica: o somatério reduz-se a uma parcela.
Vamos supor que P(n) é verdadeira. Entao, P(n + 1) designa a proposicao
n+1
> (@m—1) = (n+1)%
m=1
Como a soma ¢ associativa, o somatoério decompoe-se num somatorio de n parcelas adici-
onado ao ultimo termo. Assim, obtemos:

n+1 n n
dem-1) = | 2m-1) +2(n+1)—1:[Z(2m—1) +2n+1=
m=1 m=1 m=1

= n?4+2n4+1=(n+1)>2

Na passagem da primeira para a segunda linha, usamos a validade de P(n), e na ultima
igualdade usamos a formula do binémio. Assim, vemos que a validade de P(n) implica a
de P(n 4 1). Embora parega que estamos a fazer um raciocinio circular, o Principio de
Inducdo Matemaética diz-nos que isto basta para provar a validade de P(n) para qualquer
natural n.

Teorema 1.39. (Principio de Indugao). Seja P(n) uma proposi¢io, para cada n € N.
Para provar que P(n) € verdadeira para qualquer n € N, basta:
e [passo inicial] Mostrar que P(1) ¢é vdlida e,
e [passo de inducao| Mostrar que a validade de P(n) implica a de P(n+1), para todo
n>1.

Demonstragao. Consideremos o conjunto Ap C N dos naturais n € N para os quais a
proposi¢ao P(n) nao € vdlida:

Ap:={n €N : P(n) nao ¢é valida} C N.

Vamos supor a validade de P(1) e que, sempre que P(n) é veradeira, entdao P(n + 1)
também o é. Seja a € Ap um elemento arbitrario. Assim, P(a) nao é valida. Sabemos
que a > 2, pois P(1) é valido (1 ¢ Ap). Mas entdo, a —1 > 1 e o contrareciproco do
passo de induc¢ao, diz-nos que P(a — 1) também nao é valido, pelo que a — 1 € Ap. Como
a—1 < a, o inteiro a ndo é um minimo de Ap. Assim, nao ha elementos minimos em Ap.
Finalmente, o axioma da boa ordenagao, diz-nos entao que Ap = &, ou seja, P(n) é vélida
para todoon € N. O

O principio de Indugao tem outras formas, que sao igualmente tteis em problemas. De
facto, com certas variagoes das hipoteses, tanto do passo inicial como do passo de inducao,
obtemos conclusdes semelhantes. Se, por exemplo, alterarmos o passo inicial admitindo
que P(1) e P(2) nao nos interessam, mas que P(3) ¢ valido (e mantemos o passo de indugao
na forma P(n) implica P(n + 1), neste caso para todo n > 3), entao poderemos concluir
que P(n) é valido para qualquer n € N com n > 3.
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Mais geralmente, temos a seguinte variacao, por vezes chamada Principio de Induc¢do
Forte, quando é necessario distinguir do caso mais simples de inducdo. Este enunciado foi
generalizado para o conjunto dos inteiros, uma vez que a eles também se aplica o axioma
da boa ordenagao.

Teorema 1.40. (Principio de Indugao Forte) Seja P(n) uma proposi¢ao que depende do
inteiro n € Z. Se se verificarem ambas as condigoes:
e |passo inicial] P(ng) € vdlida,
e [passo de indugao| A wvalidade de todas as proposi¢oes P(ng),--- , P(n) implica a
de P(n+ 1), para todo n > ny,
Entao P(n) é vdlida para todo o n € Z maior ou igual a ny. Aqui, o inteiro ng € chamado
a base da indugao.

Embora lhe chamemos forte, pois o enunciado é aparentemente mais geral, o facto é que
ambos os principios sao equivalentes, e equivalentes ao axioma da boa ordenacao.

Exercicio 1.41. Mostre o principio de indugdo forte, a partir do Principio de Indugéo (Teorema 1.39).
Prove que o Principio de Indugéo (e o de indugéo forte) é equivalente ao Axioma da Boa Ordenacao.

E importante realcar a importancia do passo base para a validade de uma demonstracao
por indugao. De facto, existem proposigoes P(n) que sao falsas, mas sobre as quais se pode
mostrar que P(n) implica P(n + 1).

Exercicio 1.42. Seja P(n) a proposicio: “n*> —3n + 5 & par”, com n € N. Mostre que a validade de
P(n) implica a de P(n + 1). Modifique P(n) de forma a que se torne verdadeira.

1.8. O teorema Fundamental da Aritmética.

Teorema 1.43. (“Teorema Fundamental da Aritmética”). Qualquer nimero natural n € N
se pode escrever na forma:
n = pl e pm7
onde p1,- -+ , Py $GO numeros primos (nao necessriamente distintos), para certo m € I\
Esta factorizagdo € unica a menos de reordenagdo dos factores.
Demonstracao. Esta serd uma demonstragao usando o Principio de Indugao Forte, Teorema
1.40 com base ng = 2. Para n = 2 a representacao é verdadeira, pois 2 é primo. Dado
n > 2 vamos supor, por hipdtese de indugao, que todo natural menor que n admite uma
factorizagdo em primos. Se m é primo, ndo h& nada a mostrar (neste caso m = 1). Se n
nao é primo, entao é composto n = ning com ny,ng € {2,--- ,n—1}. Assim, por hipotese,
temos factorizacoes:
mo=pL P 2 =P
pelo que n = p} ---pl,pf --- p] é a factorizacdo pretendida para n. Falta mostrar a unici-
dade da representacdo, a menos de reordenacao dos factores. Vamos supor que temos duas
representacoes diferentes:
n=pi-Pm=4q """ gk-
Como p; é primo e p; | n, entdo py | ¢; para algum ¢;, com ¢ € {1,--- /k}. Mas como g;
é também primo, temos p; = ¢g;. Reordenando os ¢;’s, que é o mesmo que trocar-lhes os
indices, podemos assumir que p; = ¢q. Assim,

n=pip2 - -Pm = P192 - qk-

Usando novamente p; | n podemos dividir, e encontrar as duas factorizagoes:
, n

n =-—=p2Pm=4q2" gk
b1

4Quando n = 1, a representagao mantém-se valida, convencionando que um produto vazio de primos é 1.
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Procedendo de igual forma, agora com ps obtemos ps = g2 (com possivel nova troca de
indices), e assim sucessivamente, e concluimos que p; = ¢; para todo j € {1,---,m} e
m=k. O

E facil enunciar um resultado analogo usando uma decomposicdo em primos distintos,

e notar que a factorizacdo de nimeros negativos é idéntica.

Teorema 1.44. [Fundamental da Aritmética, versao 2| Qualquer nimero natural a € N
se pode escrever na forma
_ k1 ky
a = pl .o pl ,
onde p1,- -+ ,Pm SGo numeros primos distintos, e os expoentes sao naturais: ki, -+ ,k; € N
sendo | € Ng. Esta factorizagdo € unica a menos de reordenagao dos factores.

Observagao 1.45. Se pretendermos uma decomposigao de um namero inteiro a € Z \ {0},
nao nulo, mas nao necessariamente positivo, poderiamos escrever

k
a=s(a)p -y,

s(a) = {—1, a<0

1, a > 0.

usando a nogao de sinal de a:

Note-se que, temos sempre a = s(a) |a|, para todo a € Z \ {0}.

De acordo com o Teorema Fundamental, a factorizagdo de um dado natural n em pri-
mos estd bem determinada, se soubermos os primos que nela aparecem e as respectivas
poténcias. Assim, a factorizacao de n, é equivalente & determinacao de P,, o conjunto dos
primos que aparecem na factorizacdo de n, e, para cada primo p € P, do expoente que
tem nessa factorizacao:

ep(n) :=max{r e N : p" | n}.
Exemplo 1.46. Por exemplo, encontrar a factorizagao
693 =3-3-7-11=23%.7-11,
(a primeira forma corresponde ao teorema 1.43 e a segunda ao teorema 1.44) ¢ o mesmo
que dizer que Pgo3 = {3,7,11} e que e3(693) = 2, e7(693) = e11(693) = 1.
O teorema fundamental diz-nos que os primos que aparecem na factorizagao de n sao:
P, = {p primo | p | n},
e que P, = @ sse n = 1. Além disso, n é primo se e s6 se {5, = 1.
Proposigao 1.47. Dois naturais a,b sao primos entre si se e sé se P, N P, = .

Demonstragao. Se p é um primo que aparece na factoriza¢ao de a e na de b, entdo p | a
ep | b Assim, p | (a,b) pelo que (a,b) > 1 e a e b ndo podem ser primos entre si.
Reciprocamente, se (a,b) = d > 1 entao seja p um primo que divide d, p | d. Entdaop | d | a
ep|d]|bpeloquepée P, epe P, ouseja P, N P, ndo é vazio. O
Proposigao 1.48. O mdc e o mmec podem ser calculados através das factorizagdes em
primos. De facto,

(a,b) = py* - p
se e s se P,N Py, ={p1,--- ,pm} e ki = min{e,, (a), e, (b)} para cadai =1,--- ,m. Da
mesma forma,

[a,0] = p" Pl
se e sé se P, UP, ={p1, - ,pm} € ki = max{ep,(a), ep,(b)} para cada i =1,--- ,m.
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Demonstracao. A determinagéo do mdc, segue ao examinar com cuidado a demonstragao
anterior. A formula para o mmc conclui-se da formula (a,b) - [a,b] = ab que se encontra
no Exercicio 10. O

1.9. Problemas de Revisao.

(1) Considere as expressoes b3 =11-5—2,53 =10-5+3 e 53 = 11-4+9. Qual delas
representa a divisdo de 53 por 57 A utlima expressao representa alguma divisao?

(2) (a) Sejam {1,2,4,7,8,a,b,¢} o conjunto dos divisores de um dado natural n. De-
termine n e a, b, c.
(b) Determine todos os numeros naturais que tém 1,3,,5,6 como divisores.

(3) Considere nameros naturais a, b, c. Seja r o resto da divisao de ¢ por a e s o resto
da divisao de ¢ por b. Supondo que a | b, qual é o resto da divisao de s por a?

(4) Sejam a,b € N e ¢,d € Z tais que a = be + d.
(a) Mostre que (a,b) = (b,d).
(b) No caso em que d = 0, mostre que (a,b) = b.

(5) Prove que para qualquer inteiro a € Z temos a—1 | a>—1. Mostre, mais geralmente
que a — 1 | a™ — 1 para todo n € N.

(6) Prove que para quaisquer a,b € Z se tem (a,a + b) | b. Mostre que dois naturais
conseutivos sao primos entre si.

(7) Encontre o maximo divisor comum d, de 2163 e 910, e inteiros z,y que satisfagam

d= 2163z + 910y,

com0<:17<%0.

(8) Encontre uma solugdo em inteiros (z,y) € Z? da equacio
325z + 26y = 91.

(9) Determine todas as solugoes da equacao diofantina:
odx + 21y = 906.

(10) Sejam a,b € Z nao ambos nulos. O minimo maltiplo comum de a e b é o menor
natural m, tal que a | m e b | m. O minimo multiplo comum, abreviadamente
mmc, de a e b denota-se por [a,b]. Mostre que:

(a) [a,b] = [b,a] = [la], [b]],
(b) [ka, kb] =k [a,b],
(c) (a,b) - [a,b] = |ab|.

(11) Sejam aq,--- ,a, € Ne d = (a1, - ,a,). Prove que existem inteiros x1,--- ,x,

tais que
d=zia1+ -+ zpan.

(12) Mostre que, se n > 2 e n nao é primo entdo existe um primo p que divide n e tal
que p? < n. Use este resultado para mostrar que 467 ¢ primo.

(13) Quantos zeros aparecem no extremo a direita da expansao decimal de 100! ?
[Sugestao: quais as poténcias de 2 e de 5 na expansao de 100! em factores primos?|

(14) Seja k € N. Mostre que existem k ndimeros consecutivos, nenhum dos quais é
primo. [Sugestao: considere a sequéncia (k+ 1)1 +2,--- , (k+ 1)! + (k+ 1)].

(15) Mostre, por inducdo, que o natural 42"+1 + 37%2 ¢ divisivel por 13, para todo o
n > 0.

(16) Considere a sucessao de Fibonacci, definida por: Fy = 0, F; = 1 e pela recorréncia
Foio = Fpy1 + Fy,, para n > 0. Prove, por indugao:

() 1 +Fo+ -+ F, =Fp0— 1.
(b) Fi + F3+4 -+ + Fop1 = Iy,.
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(17) Seja P um poligono convexo. Uma diagonal de P é um segmento de recta que une
dois vértices nao consecutivos. Mostre por inducao que, se P tem n > 3 lados, o
ntmero de diagonais de P ¢ n(n — 3).

(18) Determine uma férmula para a soma dos primeiros n cubos, 13 423 + ... +n3 =
py k3, em funcdo de n € N, e demonstre-a por inducao.

(19) Seja (Z) = ﬁlk') o coeficiente binomial, com n > k > 0 inteiros. Mostre, por
inducao, a igualdade:

(20) Mostre que o axioma da boa ordenagao ¢ equivalente ao principio de indugao finita
(uma das implicagoes foi demonstrada acima) [Sugestao para a outra implicagao:
Considere a afirmagao P(n) “qualquer subconjunto de N com um nimero < n tem
um minimo” e prove-a por indugao.]

(21) Seja A(n) a cardinalidade do conjunto dos divisores positivos de n. Por exemplo
A(6) = 4, uma vez que Div(6) = {1,2,3,6}. Sejan = p'fl .- p* a factorizagio de
n em primos. Prove que A(n) = (k1 +1)--- (kr +1).

(22) Com a mesma notagao do problema anterior, prove que A(n) é impar se e s6 se n
¢ um quadrado, isto é existe m € N tal que m? = n.

(23) Considere a factorizacao de n € N em primos nao necessariamente distintos, sendo
p o menor desses primos. Mostre que o nimero de factores ¢, no méximo, log, n.

(24) Prove que se n € N nao ¢ um quadrado, entdo y/n ¢ um namero irracional.

(25) Seja ¢(n) a fungao de Euler. Mostre que A(n) + ¢(n) < n + 1. Para que valores
de n ha igualdade?

(26) Um triplo pitagorico é (x,y,z) € N? de tal forma que 22 + y? = 22.
(a) Mostre que, se n > m > 0 sdo primos entre si, com m + n impar, entao
(n?2—m?, 2nm, n?+m?) ¢ um triplo pitagoérico, e que mdc(n?—m?2, 2nm, n?+m?) =
1.
(b) Prove que todos os triplos pitagoricos sao multiplos da forma indicada na alinea

(a), ou seja, da forma (a(n?—m?), 2amn, a(n?+m?)) com a,m,n € Nen >m > 0
nao ambos impares.

(27) Mostre que, se py, -+ , pr 80 0s primos que dividem um dado natural m € N, entao

or-n(i-2)-(-1)

(28) Uma fungao f : N — N diz-se multiplicativa se f(mn) = f(m)f(n) sempre que
m,n sejam primos entre si.
(a) Mostre que A e ¢ sao multiplicativas
(b) Mostre que, se f é multiplicativa, entdo também o é Fi(n) := 3 ., f(d).

2. NUMEROS RACIONAIS

Os numeros racionais sao quocientes ou razoes de inteiros. Como exprimem razoes entre
quantidades inteiras, sdo naturalmente usados quando se pretende comparar medigoes de
objectos fisicos ou geométricos. Estas medigoes sdo normalmente efectuadas relativamente
a uma unidade bésica, ou unidade padrao, a que matematicamente corresponde o niimero
1. Em particular, existe uma infinidade de ntimeros racionais entre 0 e 1, as chamadas
fracgoes proprias, e qualquer racional é a soma de um inteiro com uma fracgdo propria.

Definigao 2.1. Um niimero racional z é um ntimero da forma x = ¢ onde a,b € Z e b # 0.
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Por outras palavras, um ntimero é x racional se existe um inteiro b tal que a multiplicagao
bx é novamente um inteiro. Assim, os ntumeros racionais incluem os nimeros inteiros. De
facto, qualquer inteiro n € Z se pode escrever como n = 7.

Tal como com os ntimeros inteiros, a importéancia dos nimeros racionais deve-se muito as
suas propriedades aritméticas. O método de somar, subtrair, multiplicar e dividir fracc¢oes
é bem conhecido.

Assim, se z = § e y = § temos (a,b,c,d € Z e por hipotese b e d nao se anulam):

ad % ¢b ac r ad
;E:I:y_T, wy—w, e:n/y—;—g, (quando y # 0).

Também as propriedades de ordem s@ao bem sabidas, e tal como com os niimeros inteiros,
dizemos que x > y se ad > bc (na mesma notagdo que acima). Assim, se © = 7 € a,bsao

ambos positivos, entdo x € positivo. Se a < 0 < bou b < 0 < a entdo x é negativo; quando
a =0, temos x = 0.

Notagao: O conjunto dos niimeros naturais designa-se por Q. Temos entao a sequéncia
de inclusdes: N C Z C Q. O conjunto dos racionais positivos denota-se por

Q. pelo que N C Q.

2.1. Fracgoes irredutiveis e fracgoes proprias. A representacdo de um ndmero ra-
cional como o quociente de dois inteiros nao & unica. De facto, temos por exemplo:
2 —4 8

£ = —qg = 35- De forma a encontrar uma representagao o mais simples possivel, fazemos

a seguinte definicao.

Definigao 2.2. Quando um ntimero racional x se encontra escrito como x = ¢ onde a e

b # 0 sdo inteiros primos entre si, dizemos que esté escrito na forma irredutivel e usaremos
~ _ Q 2z . Q 2 ~ - ’

a notacao r = <b>. Também se diz que <b> é uma fraccdo irredutivel.

Recorde-se que a e b sdo primos entre si se nao existe nenhum ntimero primo que divide
ambos (Proposigao 1.24). Pode provar-se que qualquer namero racional pode ser escrito
como fracgao irredutivel, e que, além disso, a fraccao irredutivel de um certo racional ja é
Gnica (a menos de sinal).

Proposicao 2.3. Qualquer nidmero racional, nao nulo, admite uma representag¢ao em

~()-(3)

(ou seja as fracgoes acima sdao irredutiveis, pelo que (a,b) = (a’,b') = 1), entdo o’ = a e
bV=boua =—aeb =—b.

fraccao irredutivel. Se

Demonstracao. Seja © = % um numero racional com a e b nao necessariamente primos

entre si. Entao b # 0. Podemos supor que z é positivo (o caso em que z é negativo trata-se
da mesma forma), e que a,b > 0. Seja d = mdc(a,b) e sejam:

e}
o
@
n
&
]
=
=8
=
@D
L]
]
n
B
I
-+
o
=
e
2
!
(=]
-+
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]
8
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@ =y w) = @y =

Assim, podemos escrever x = <%> porque esta fracgdo é irredutivel. Para provar a uni-

cidade, novamente podemos assumir a,b,a’,b’ positivos. A igualdade & = g implica a

existéncia de m € N tal que m = ab/ = d’b. Como ambas as fraccoes sao irredutiveis,
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temos (a,b) = (a/,V) = 1. Seja k = aa’. Entao
a=a(a,b) = (ad',ab') = (k,m) = (ad’,a'b) = d’(a,b) = d’.
Logo, m = ab’ = ab e pela lei do corte, b =1V, O

Exercicio 2.4. Recorde que P, é o conjunto dos primos que dividem n. Sejam a,b € N. Mostre que
se P, N Py é vazio se e s6 se a/b é uma fracgao irredutivel.

Qualquer racional é a soma de um inteiro com um nimero racional entre 0 e 1.

Definigao 2.5. Um ntimero racional z € Q (ou uma frac¢do que o representa) diz-se
proprio se esta entre 0 e 1. Mais precisamente, se 0 < x < 1.

Desta forma, uma fracgao propria ¢ um racional da forma x = 3 com 0 < a < b.

Como é bem sabido, qualquer nimero racional que nao seja inteiro estd compreendido
78

entre 2 inteiros consecutivos. Por exemplo, x = 37 esta entre 2 e 3 porque

2-31 <78 <3-31.

Proposigao 2.6. Qualquer nimero racional € a soma de um numero inteiro com um
racional proprio, e esta decomposicao € unica.

Demonstragao. Seja v = § € Q positivo (o caso de x negativo ¢ analogo). Entao, a,b € Z
e podemos supor b >0, a > 0. Se 0 < a < b, x é uma fraccao propria, pelo que z =0+ =
é a decomposicao pretendida.

Seja entao 0 < b < a. Fazendo a divisdo com resto, de a por b obtemos a = bg + r, para
certo quociente ¢ > 1 er € {0,1,--- ,b—1}. Logo
a bg+r r

b Ty
¢ a decomposicao pretendida, porque ¢ € Z e 7 é uma fraccao propria, uma vez que

0<r<hb. O

Notagao: Quando um racional z se escreve como n+y onde n é um inteiro e y um racional
proprio, n chama-se a parte inteira de x, e y chama-se a parte propria de x.
Escrevemos n = [z] ey = /z\.

Exemplo 2.7. Seja z = g—?. Entao % =2+ %, pelo que 2 = Lg—?J e % = /g—?

2.2. Representagoes em bases. A representacdo de um niimero em produto de primos,
embora muito conveniente para estudar multiplos e divisores, nao é util para realizar
operagoes aritméticas bésicas. De facto, os algoritmos de adi¢ao, subtraccdo, multiplicagao
e divisao que aprendemos, sdo baseados na representacao decimal de um ntmero inteiro.

Quando escrevemos n = 47093 na base decimal, isto significa que os algarismos 4,7,0,9
e 3 correspondem, cada um deles, a uma poténcia de 10. Assim, comec¢ando da direita para
a esquerda: 3 é o algarismo das unidades, ou seja da poténcia 10° = 1; 9 é o algarismo das
dezenas, ou seja 10! = 10; zero representa as centenas, 10?; 7 ¢ o ntimero de milhares, 103,
e finalmente 4 é o nimero de dezenas de milhar, a quarta poténcia de 10. Sucintamente,
temos:

n=47093 =4-10" +7-10° +0- 10 +9- 10" + 3 - 10°.

Nao ha justificacao especial, do ponto de vista tedrico, para considerarmos a base 10. As
razoes para tal, sao de indole préatica: é um ntimero nao muito pequeno nem muito grande.
De facto, uma base muito pequena, como a base 2 é 1til para os computadores, mas sao
precisos mais de 10 algarismos para representar ntimeros maiores que 1024 = 100, por
exemplo, pelo que esta base nao é pratica para o dia a dia. Se a base fosse muito grande,
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como o niamero 60, por exemplo, seria muito dificil decorar uma tabuada, consistindo em
essencialmente @ multiplicacoes diferentes.
Além disso, 10 é também o ntmero de dedos nas maos, pelo que ensinar as criangas a

contar pelos dedos é uma tarefa realizavel com sucesso.

Definigao 2.8. Seja b € N, b > 1. A representagdo de um natural n na base b é uma
expressao da forma:

n=apb® + ap_1b" 1+ + arb + ag,
onde k € Ng, ar, #0 e aj € {0,--- ,b—1}. Dizemos que n tem k + 1 algarismos na base b,
e escrevemos abreviadamente:

n = [axag_1 - - a1a9)p-

A representagdo de nimeros naturais em bases é biunivoca, ou seja, a duas representacoes
distintas correspondem ntuimeros distintos e a nimeros distintos correspondem representa-
¢oes (ou seja, coeficientes ag, - - , ay) distintas.

Também podemos representar um ntmero racional em qualquer base b > 1. Por exemplo
temos:

159
— =19, 875.
8 )

Isto significa que
15
< =1-10' +9-10° +8-107' +7-1072 +5- 1073,
Assim, os nimeros racionais tém representacoes em que aparecem as poténcias negativas
da base. No entanto, um problema que surge com esta representagao sao as chamadas
dizimas infinitas. De facto, por exemplo
159
— = 22,714285(714285) - - -,
pelo que a representacdo de nimeros racionais em bases nao é sempre finita. Acima, usdmos
os paréntesis para indicar que o conjunto de algarismos 714285 repete-se infinitas vezes.

Definigao 2.9. Seja b € N, b > 1. A representagdo de um numero racional x € Q na base
b é uma expressao da forma

k
r=apb’ + - tabtagtab e fa b b= > g,
j=—00
onde k € Z, ap #0 e aj € {0,--- ,b— 1} para todo o j € Z com j < k. Os coeficientes ay,

sao ainda chamados algarismos, e pode haver um nimero infinito de algarismos nao nulos,
para as poténcias negativas de b.

Note-se que a representacao decimal dos nimeros racionais nao é sempre Unica, embora
isto nao represente um grande problema. De facto:

Proposigao 2.10. Seja z = Z;?:_OO ajbj a representacao de x na base b, e seja k o menor

inteiro tal que aj = 0 para todo o j > k. Entao x € proprio se e so se k € negativo.

Demonstracao. ... ]

2.3. Fracgoes continadas. A representacdo dos nimeros racionais através de fracgdes é
sem duvida a forma mais comum de identificar e fazer calculos com estes niimeros.
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Existe, no entanto outra representacao também tutil, chamada a representacao por frac-
¢oes continuadas. Para obter esta representacao, usamos novamente o algoritmo de Eucli-
des, que ja usamos na determinacdo do mdc e do mmec de dois inteiros.

Seja, por exemplo: x = 688/219. Entao temos:

688 = 219-3+31
219 = 31-7+2

31 = 15-2+1.
Assim, podemos escrever
688 31 1 1 1 1
T=g9 =3 g =3 tm =3t =3t =3t
219 219 2 T+ 2 T o

Para abreviar a notagao, escrevemos esta fracgdo continuada como z = [3,7, 15, 2].

Definigao 2.11. Uma frac¢do continuada é uma expressao da forma

1
lag; ay, ag,- -] = a0+7a L1
1 t12+71_

onde ag € Z, e a € N para k € N.

Tal como a representacao em bases, a representacdo por fracgoes continuadas é essenci-
almente tnica. Esta representacao é obtida, usando o algoritmo de Euclides, como foi feito
no exemplo acima.

Por outro lado, ao contrario da representacdo em bases, a representacdo em fraccoes
continuadas é finita sempre que temos um nimero racional.

Além disso, pode definir-se fraccao continuada para qualquer ntimero real, e esta pro-
priedade de finitude caracteriza os ntimeros racionais, de entre todos os niimeros reais.

Teorema 2.12. Qualquer nimero racional € representado por uma fracgdo continua finita.

Demonstrac¢ao. A demonstracao baseia-se no facto de que o algoritmo de Euclides termina
num numero finito de passos, e que é precisamente este algoritmo que estd na base do
desenvolvimento em frac¢ées continuadas. O

3. NUMEROS MODULARES

Para cada niimero natural m € N, denominado o mddulo, existe um conjunto de nimeros
modulares. Estes sao muitas vezes usados em situagoes onde certas quantidades se repetem
de forma regular.

Por exemplo, se forem 15 horas da tarde, e a Alice disser que vai viajar daqui a 18 horas,
isso significa que prevé partir as 15 4 18 — 24 = 9 horas da manha, do dia seguinte. Desta
forma, para o médulo m = 24, dizemos que

(3.1) 15+ 18 = 9 mod 24.

De facto, contando as horas de 0 a 23, como na Europa continental, depois da hora 23 vem
a hora 24 (meia-noite) que corresponde a hora 0 de um novo dia. Assim, o modulo 24 esta
bem adaptado a operagoes relativas as horas de um certo dia, que nao interessa precisar
qual.

De igual forma, podemos associar a cada dia da semana um certo niimero, por exemplo,
domingo podera ser o dia 1, segunda-feira o dia 2, e assim por diante, até sabado, o dia
7. Naturalmente, esta associacdo pode ser feita de varias formas diferentes: podemos
comegar com o zero, e terminar com o 6. O importante é que, tal como os dias da semana,
os numeros modulares repetem-se ap6s adicionarmos vérias vezes uma unidade, o que nao
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acontece com os nimeros inteiros. Podemos ter em mente estes exemplos, ao trabalhar
com numeros modulares.

3.1. Congruéncias modulo m. Para ser mais preciso, introduzimos a nogao de con-
gruéncia, definida no conjunto dos ntimeros inteiros.

Definigao 3.1. Seja m € N um natural fixo. Definimos em Z a seguinte relagdo, chamada
congruéncia mddulo m. Dizemos que a e b sdo congruentes médulo m, e escrevemos

a=bmodm
se m divide a — b, ou seja, se b = a + km para certo inteiro k € Z.

Exemplo 3.2. (1) Seja m = 18. Temos 45 = 81 mod 18, uma vez que 81 — 45 = 2 - 18.
(2) Com m = 39, temos 38 = —1 mod 39, 37 = —2mod 39, etc. Em geral 39—a = —amod 39
para a € Z.

(3) Podemos somar congruéncias da seguinte forma. Se a = 2mod 23 e b = 5mod 23, entao
a+ b= T7mod23. Isto ocorre porque a — 2 = 23k e b — 5 = 23] para certos inteiros k, (.
Entao a+b—7=23(k +1).

Exercicio 3.3. Mostre que a = 0 modm se e s6 se a é multiplo de m.

Proposicao 3.4. Sejam € N e a € Z. Entao existe um unico r € {0, 1, ---, m — 1} tal
que
a = r modm.

Demonstragao. Dividindo a por m temos a = gm + r com r € {0,1--- ,m — 1}. Logo,
a —1r = qgm o que nos diz que a = r modm. A unicidade de r reflete a unicidade do resto
na divisao inteira. g

Assim, dois inteiros sao congruentes modulo m precisamente quando as suas divisoes
por m tém o mesmo resto.

Exercicio 3.5. Mostre que a = b modm se e s6 se a divisdo de a por m, tem o mesmo resto que a

divisao de b por m.

Para qualquer médulo m, a congruéncia médulo m é uma relacdo de equivaléncia. Por
outras palavras, verificam-se as seguintes propriedades.

Proposigao 3.6. Seja m € N um natural, e a,b,c nimeros inteiros. Temos:

(1) (Reflexividade) a = a modm
(2) (Simetria) Se a = b modm, entdo b = a modm
(3) (Transitividade) Se a = b modm e b = ¢ modm, entao a = ¢ modm

Demonstracao. Estas propriedades seguem directamente das da divisibilidade. Como m
divide @ — a = 0, temos a reflexividade. Como m | (a — b) equivale a m | (b — a), temos
a simetria, e finalmente, como m | (a — b) e m | (b — ¢), existem inteiros s e ¢ tais que
b = a+sm, ¢ = b+tm. Obtemos entdao ¢ = a+(s+t)m, o que significa que a = c modm. O

Um caso particular da nogdo de congruéncia, que é constantemente utilizado na prética,
é a congruéncia moédulo 2. Neste caso, com m = 2, dois nimeros inteiros sdo congruentes
mobdulo 2 se e s6 se tém a mesma, paridade.

Exercicio 3.7. Seja a € Z. Mostre que a é par se e s6 se a = 0 mod2 e que a é impar se e sO se
a =1 mod2.

Outro exemplo muito comum é relativo ao moédulo m = 10. Seja ¢ € N um natural
escrito como a = [apan—1 - - - apl;, na base 10. Entao, a; € {0,1,---,9} para qualquer %, e
ap € o algarismo das unidades.
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Exercicio 3.8. Mostre que, com a notacio acima, a = ao mod 10.

Por vezes, as congruéncias sao também tteis como teste de divisibilidade. Por exemplo,
para testar se um natural é muiltiplo de 3, usamos normalmente o seguinte teste.

Exercicio 3.9. Seja novamente a € N o natural a = [anan,1 . ~~ao]10 na base 10. (a) Mostre que
a=0mod3 seesbdsean+an—1+ -+ a1 +ao=0mod3. (b) verifique se 613425 é maultiplo de 3.

3.2. O conjunto Z,,. As relagbes de congruéncia levam naturalmente a definicdo de nu-
meros modulares. De forma abstracta, podemos dizer que um ntmero modular é uma
classe de congruéncia mddulo m, no seguinte sentido.

Vamos considerar, por exemplo, o médulo m = 3. Podemos dividir o conjunto dos
inteiros Z, em 3 subconjuntos disjuntos, chamados classes de congruéncia mddulo 3:

Q3: = {”'7_67_37073767”'}
13: = {”'7_57_27174777”'}
2 = {--,—4,-1,2,5,8,--}.

Na lista acima, o primeiro conjunto tem todos os inteiros que sao congruentes com 0 moédulo
3 (e tem apenas estes inteiros), o segundo contém os que sdo congruentes com 1, ou seja,
dao resto 1 quando divididos por 3. E no terceiro, temos os inteiros que sdo = 2 mod 3.
Como é facil de ver, o conjunto Z é a uniao destas classes:

Z=03U1l3U 23,

De facto, qualquer inteiro é congruente com 0,1 ou 2 (mod 3), e ndo pode estar em duas
destas classes simultaneamente. Além disso, por exemplo:

13:43:'13:“‘,

como subconjuntos de Z. Mais geralmente a + 3k, = a3 para quaiquer a, k € Z. Ou seja,
as = by se e s6 se a = bmod 3.

Nota-se também que se somarmos um elemento da classe 03 com um da classe 23 obtemos
um elemento de 23. De facto, se x € a3 e y € by entao x +y € a+ b, e xy € abs, como
facilmente se verifica.

Para todos os modulos m, ocorre uma situagao semelhante. Vamos usar a notagao AL B
para denotar a uniao AUB quando é disjunta, ou seja, quando ANB = &. Mais geralmente,
Ay U Ay 0 --- U A, denota a unido A; U--- U Ay, dos n conjuntos A;, i = 1,--- ,n, onde
qualquer interseccao de dois destes conjuntos distintos ¢ vazia: A; N A; = & sempre que
i#je{l,--- ,n}

Proposicao 3.10. Seja m € N um natural. Temos:

() Z=0,, UL, U Um—1_,

(b) a,, =0, se esosea=bmodm .

(c) Sex€a,eycb,, entaior+yca+b exycab,.

m>

Demonstracdo. Deixada ao leitor. O
Esta proposicao motiva a seguinte definicao.

Definigao 3.11. Seja m € N um natural. O conjunto dos inteiros médulo m é o conjunto
das classes de congruéncia médulo m:

Loy = {0y Ly, -, m =1 1.

Assim, Z,, tem exactamente m elementos. A soma, a diferenca e o produto de classes de
congruéncia em Z,, sao definidos por:

Gy tb, =atb, a,, b, =ab,,.
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Convém verificar que estas operagoes estao bem definidas.

Exercicio 3.12. Mostre que a soma e o produto em Z,, estdo bem definidos. Isto é, se a,, = a’,, entdo
a+b =a +b eab, =a'b, paratodososa,a’,be Z.

Estas propriedades fazem com que nao exista problema em usar a mesma notacao tanto
para os nimeros modulares como para os inteiros. De facto, podemos pensar em Z,, como
o conjunto finito:

ZrrL — {0717"'7771’_1}7
e, em Z,,, podemos fazer as operacoes de soma, diferenca e produto de classes de congruén-
cia da mesma forma que em Z, como fizémos na equagao (3.1). Como exemplo, abaixo
temos algumas tabelas de adi¢do e multiplicacdo em Z4 e Z7, onde, para simplificar a
notagao, escrevemos cada classe simplesmente como a em vez de a, ou a;:

Zoyx 001 2 3 45 6
Bt 0128 Zco123 0 0000000
0O 01 2 3 0 0000

2 024613 5
112 30 1 01 2 3

3 036 251 4
2 23 01 2 02 0 2
3 3 01 2 3 03 21 0452603

5 05 31 6 4 2

6 06 5 4 3 2 1.

Como patente nestes exemplos, as operacoes de adigdo, subtracgdao e multiplicagdo de
classes de congruéncia moédulo m verificam as mesmas propriedades que as correspondentes
operagoes em Z. De facto: a soma e o produto em Z,, sdo comutativos e associativos, o
produto é distributivo em relagdo a soma e & subtraccao; existe um elemento neutro da
soma e do produto, e o zero é elemento absorvente do produto.

Héa, no entanto, uma diferenga fundamental: Em geral, a lei do corte nao é valida
(embora permanega vélida nalguns casos). Por exemplo, em Z, a expressao 2a = 2b implica
a = b. Mas, se considarmos a mesma expressao em Zg4, temos aqui duas hipoteses: a = b
ou a = 3b. De facto, se a = 3b temos 2-3-b = 2-b o que é valido, uma vez que 2, -3, = 2,4
em Z,4 (veja a tabela acima).

3.3. Aritmética modular. A aritmética modular é o estudo da soma, subtracgao, pro-
duto e divisao no conjunto dos nimeros modulares Z,,, ou seja, das classes de congruéncia
modulo m, como definido na subsecc¢ao anterior.

Ja vimos que isto equivale a fazer operacoes, moédulo m, no conjunto Z, de todos os
inteiros (Proposigao 3.10). Como trabalhar com inteiros é bastante conveniente, vamos
continuar neste contexto, por ora. Podemos verificar o seguinte.

Proposigao 3.13. Sejam m,n € N e a,b,c,d € Z. Entao:

(1) a=bmodm se e sé se a+ c=b+ cmodm

(2) Sea=bmodm e c=dmodm, entio a+c=b+ dmodm e ac = bd modm
(8) Sen|m ea=bmodm entio a =bmodn.

(4) Se a=bmodm e d= mdc(a,b,m) entio % =5 mod 2.

Demonstragao. (1) Basta ver que m | (a — b) equivale a m | (a + ¢ — (b+¢)). (2) Se
m | (a—b)em]| (c—d)entdo m| (a+c— (b+d)); por outro lado, existem inteiros k e [
tais que b = a+km e d = c+1Im, pelo que bd = (a+km)(c+1m) = ac+ (kc+al)m + kim?
o que implica que m | (ac — bd). (3) Se m | (a —b) e n | m, entdao n | (a —b). (4) Se
m | (a —b) e d =mdc(a,b,m) entdo 2 | L(a —b). O
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Estas propriedades sao muito tteis na pratica e simplificam muitos célculos.

Por exemplo, mostrar que o quadrado de um ntmero impar é impar torna-se quase
trivial: Seja a € Z um ntmero impar: a =1 mod2. Entao a-a=1-1=1mod2 pelo que
a? também é fmpar!

Exercicio 3.14. Seja f : Z — Z dado por f(z) = x? + 2 4+ 1. Mostre que f(x) =0 ou f(z) = 1 mod 3.
Uma simples aplicagao da aritmética modular sao os critérios para quadrados.

Proposicao 3.15. Seja n um quadrado. Entio n =0mod4 oun =1mod4.

Demonstracio. Seja n = m?, m € N, e seja r € {0,1,2,3} o resto da divisido de m por

4. Por definicio m = r mod4. Assim, m? = 72 mod4, pela aplicacio da Proposicio
3.13(2). Mas os possiveis valores de 72 estdo dados na tabela multiplicativa de Z;. De
facto, 02 =22 =0mod4 e 12 = 32 = 1 mod4. Assim n = m? s6 pode ser congruente com
0 ou 1, modulo 4. O

A técnica usada acima pode ser chamada de “reducdo mddulo m”: Temos uma igualdade
para inteiros, e dessa igualdade obtemos uma outra igualdade para ntimeros modulares, ou
seja, para classes de congruéncia moédulo m.

Exemplo 3.16. Mostre que, se n é quadrado, n = r mod 7 onde r € {0, 1,2, 4}.

Observagao 3.17. Por aplicacdo da regra do produto na Proposi¢ao 3.13(2) vemos que
a = b mod m implica a* = b¥, mod m, para qualquer expoente positivo k € N. No entanto,
a regra analoga para poténcias nao é vélida. Por exemplo 28 = 256 nao é congruente com
23 = 8 modulo 5, como se pode verficar, apesar de 8 = 3 mod 5.

3.4. Invertibilidade moédulo m. Vamos agora analisar em mais detalhe a lei do corte e
a nogao de inverso modulo m.

Definigao 3.18. Diz-se que a € Z é invertivel modulo m, se existe b € Z tal que ab
1 modm. Neste caso escrevemos a~! = b mod m.

Proposicao 3.19. Um elemento a € Z € invertivel médulo m se e sé se (a,m) = 1. O
inverso € inico modulo m.

Demonstragao. Se (a,m) = 1, a formula de Bézout diz-nos que existem z,y € Z tais que
ax + my = 1. Reduzindo a equagao mddulo m obtemos

ax = 1 modm,

pelo que  é um inverso de a, modm. Sabemos que as varias solugoes sdao da forma
(x + km, y — ka), para k € Z. Como x = x + km modm vemos que x ¢é o unico inverso
modulo m. Reciprocamente, se axz = 1mod m entdao ax—1 = Omod m pelo que ax—1 = my
para certo y, o que nos diz que (a,m) = 1, pela identidade de Bézout. O

Proposigao 3.20. Seja p um nimero primo. Entdo, qualquer inteiro a € Z que nao seja
maltiplo de p € invertivel modulo p. Da mesma forma, a lei do corte € vdlida em Z,.

Demonstracdo. Deixa-se como exercicio. O

Para moédulos que nao sao primos, h4 uma generalizacao desta Proposicao que é muito
atil na resolugao de equagoes modulares.

Teorema 3.21. Sejam a,b € Z inteiros invertiveis mddulo m. Entao,

(1) ab é invertivel modulo m.

(2) Se ax = 0 modm entio x = 0 mod m.

(3) A equagao ac = ad modm, para certos c,d € 7 € equivalente & equag¢ao ¢ = d modm.
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Demonstragao. (1) Se (m,a) = (m,b) =1 entao (m,ab) = 1, pelo Corolario 1.32. Como o
(2) é um caso particular de (3), com d = 0, mostramos este. Para a,c,d € Z quaisquer, a
expressao ¢ = d mod m implica ac = ad mod m (mesmo com a nao invertivel). Reciproca-
mente, partindo de ac = ad mod m, e sendo a invertivel, com inverso a~' obtemos:

1

a lac = a 'ad modm,

que equivale a ¢ = d mod m, como queriamos provar. O

Este teorema mostra que o conjunto dos ntimeros inteiros invertiveis médulo m é preser-
vado pela multiplicacdo, e portanto tem a estrutura de grupo. Dada a equivaléncia entre
operagoes com inteiros modulo m, e operagoes com classes de congruéncia para o mesmo
modulo, podemos concluir que o conjunto das classes de congruéncia invertiveis médulo m
forma um grupo. Este grupo denota-se por

z), :={a,, € Zm : (a,m) =1},

e chama-se o grupo dos numeros modulares invertiveis mddulo m, ou simplesmente, os
invertiveis modulo m.

3.5. A equagao linear. A equagao para o inverso de a € Z modulo m (ax = 1 modm) é
um caso particular de uma equagao linear da forma ax = b modm. Vamos exemplificar a
resolucao de uma tal equagao.

Exemplo 3.22. Vejamos como resolver a equagao 15x = 21 mod 72. O méximo divisor
comum entre 15, 21 e 72 é 3. Assim, veremos que existem 3 solugoes distintas médulo 72.
Podemos dividir toda a equagao por 3, (Proposigao 3.13(4)) e obtemos a equagao auxiliar:

5x = 7 mod 24.

Agora temos (5,24) = 1 pelo que 5 ¢é invertivel modulo 24. De facto 5-5 = 25 = 1 mod 24,
e portanto 571 = 5 mod 24. A solucio da equacdo auxiliar é entdo

r=5"1.-7=5-7=235=11mod24.
Assim, = 11 mod 72 é também uma solugao da equagao inicial. As outras sao:
xr=11+24kmod72, k=0,1,2.

De facto, a expressao acima ¢ a solugao geral em Z (com k € Z). No entanto, basta
k = 0,1,2 para obter solugoes médulo 72, porque com k = 3 vem 24 -3 = 72 e a classe
de congruéncia médulo 72 obtida serd a mesma que com k = 0. Para outros valores de k
passa-se 0 mesmo.

Teorema 3.23. Sejam dados m € N e a,b € Z. Seja d = (a,m).
(1) A equagao
ar = bmodm
tem solugao se e so se d | b.
(2) A solugio existe e € unica (mddulo m) quando d = 1. E dada por xo = a~'b modm
onde a~! € o inverso de a mddulo m.
(3) No caso d | b, a equacio pode ser resolvida por xo = (a’)~'b' mod m’ onde

, a , b ,  m
a == b=-, m=—.
d’ d’ d
Se uma solu¢io € xg = (a’)~'0 , a solugio geral é x = xo + km/ modm com k €

{0,1,--- ,d —1}.
Demonstragao. Se d = (a, m) divide b, sabemos que existem inteiros z,y tais que

axr +my =b,
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e a solugao geral para x ¢ x = 29 + k%, k € Z onde xp é uma solugao particular (obtida
por exemplo, pelo algoritmo de Euclides). Por outro lado, se d f b entao sabemos que tal
equagao nao tem solugao, pelo que ar = b mod m também nao tem solugao. Isto mostra
(1). Para provar (2) basta ver que a solugdo e a sua unicidade resultam da Proposi¢ao
3.19. Para verificar a solugao do caso geral, em primeiro lugar verificamos que (a’,m’) =
é(a,m) = 1. Assim, zg = (a/)~' modm’ é solucdo da equagdo a’z = b'modm/. Assim
da'zo = db' mod m’, pelo que xy é também solugao da equagao ax = bmod m’ e da equagao
ax = bmodm. g

3.6. O Teorema chinés dos restos. Consideremos o seguinte sistema de trés congruén-

cias:
z=1 mod3
=2 mod4
=3 modb.

Vamos resolvé-lo por sucessivas substitui¢oes. A primeira equacao diz-nos x = 1+ 3y, para
certo y € Z. Se substituimos na segunda equagao, vem:

1+ 3y =2 mod4.

Esta equacdo fica 3y = 1 mod 4 ou seja y = 37! = 3 mod4. Note-se que (3,4) = 1. Logo
y =344z, para z € Z, e portanto

r=1+43y =10+ 12z.
Substituindo na terceira equagdo temos:
10+ 12z = 3 mod 5,
e como (5,12) =1, e —2 ¢ inverso de 12 (mod5), temos
z=12"1(=7) = (-2) - (=7) = 14 = 4 mod 5.
Assim, x = 10 4+ 12 - 4 = 58 é a unica solu¢do médulo mymems = 60. A mesma solugao é

x = —2 uma vez que 58 = —2 mod 60.

Teorema 3.24. [Teorema Chinés dos restos| Sejam mq,--- ,m, naturais primos dois a
dois (ou seja (m;,m;) = 1 para quaisquer indices distintos i # j), e seja M = my ---m,.
Entao o sistema de congruéncias

r=0b. modm,.

tem uma e uma s6 solugdo, modulo M. A solucdo € dada recusrsivamente, substituindo
sucessivamente a solucdo geral de uma equacdo na sequinte equacdo. FExplicitamente, a
solucao € dada por

M M
(3.2) xo=bj—y1 + -+ bp—yp, mod M

mq my
onde yp € um inverso de ka, modulo my, para todo k=1,--- ,r.
Demonstragao. Seja xy dado pela expressao (3.2). Vamos reduzir xp moédulo cada um dos
m; € Nye=1,--- ) r. Todos os niumeros mM sao inteiros, e além disso

M i M
m; | —, ou seja  — = 0 modm;,

mj m;
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sempre que i # j. Por exemplo n% = 0 modm; porque L = myms---m,. Assim, a

ma2
reducao de xy modulo m; é:

M
Ty = blﬁyl = b; modm;, Vie{l,---,r}

(2

porque, por definicdo y; = (mMZ_)_1 mod m;. Deste modo, provimos que xy é solugao.
Deixamos a unicidade da solugao, mod M, para o leitor. O

4. NUMEROS CARDINAIS FINITOS

No capitulo anterior, estuddmos como resolver algumas equagoes modulares. Analisa-
mos, com algum detalhe, as equagoes e os sistemas lineares.

No capitulo seguinte, vamos estudar equagoes que envolvem expoentes da incognita.
Estas sao muito uteis nalgumas aplicagoes em computadores, como a criptografia de “chave
publica”.

As aplicagoes da aritmética modular usam de forma essencial o facto de estarmos a
trabalhar com conjuntos finitos, neste caso os conjuntos Z,,, para certo m € N. Assim,
comecamos por recordar alguns conceitos, e desenvolver outros, acerca de conjuntos finitos
e fungoes entre eles.

4.1. Fungbes e conjuntos finitos. Sejam X e Y dois conjuntos. E bem sabido que uma
funcao f entre X e Y é uma regra que associa a cada elemento z € X um elemento de Y
denotado por f(x) € Y. A notagao usada é:

f: X — Y
z = y=f(2)

Os conjuntos X e Y chamam-se, respectivamente, os conjuntos de partida e de chegada
da funcéo f : X — Y. Por vezes, X chama-se também o dominio da funcao f.

Exemplo 4.1. Como exemplos de fung¢des temos:

(1) Exemplo de fungao constante f : N — Z dada por f(n) = 23.

(2) Exemplo de fungao linear g : Q — Q, onde g(z) = 5z.

(3) Exemplo de fun¢ao polinomial h : Z — Q, definida por h(a) = %az + %a +
(4) Exemplo de fun¢ao trigonométrica ¢ : R — [—1, 1] com ¥ (z) = cos(z).

Definigao 4.2. Sejam A C X e B C Y subconjuntos e f : X — Y uma fungdo. A imagem
directa de A é o conjunto

\S][SV]

fA) ={f(z) eY:xz € A} CY,
e a imagem inversa de B é o conjunto:
fYB):={zecX: f(z) e B} c X.
A fungdo f diz-se injectiva se f(x) # f(2') sempre que z # 2’ para x,2’ € X. Diz-se que
f & sobrejectiva se para todo o y € Y existe x € X tal que f(z) = y. Finalmente, diz-se
que f é bijectiva se for injectiva e sobrejectiva.
Exercicio 4.3. Seja f: X — Y. Mostre que f~'(Y) = X e que f é sobrejectiva se e s6 se f(X) =

Y. Classifique, justificando, as fung¢oes do Exemplo acima quanto & injectividade, sobrejectividade, e
bijectividade.

Quando consideramos um subconjunto de Y com um tnico elemento {y} C Y escrevemos
f~Y(y) em lugar de f~'({y}). Da mesma forma, quando f~'(B) ¢ um conjunto com um
tinico elemento, escrevemos f~1(B) € X em vez de f~1(B) C X.
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Definicao 4.4. A composicio das funcoes f: X - Y eg:Y — Z é a funcao definida por
gof: X — Z
z = g(f(@))

Note-se que g o f esta bem definida porque f(z) € Y, e Y é o conjunto de partida de g. A
composigao pela outra ordem f o g s6 estaria definida se g(y) € X para todo oy € Y, ou
seja se g(Y) C X.

Exemplo 4.5. Seja f(n) := logn, f : N — Re g(z) := 22 +1, g : R — R. Entdo
go f(n) = (logn)> + 1.

Proposigao 4.6. Seja f: X — Y uma fungdo. Entao:

(1) f € injectiva sse f~1(y) ndo contém mais que um tinico elemento Yy €Y.

(2) f € sobrejectiva sse f~'(y) ¢ ndo vazioVy €Y.

(3) f ¢ bijectiva sse f~'(y) é um unico elemento de X, ou seja, sse a regra y € Y
f~Y(y) € X define uma fungio f~1:Y — X.

(4) A composi¢io de duas fungoes injectivas (resp. sobrejectivas, bijectivas) € injectiva
(resp. sobrejectiva, bijectiva).

Demonstracao. Deixamos estas demonstracdes como exercicio. ([l

Notagao: Por simplicidade, usamos as seguintes notagoes:

[n] = {1,2,---,n}
[nlo = {0,1,2,---,n}

Corolario 4.7. Nao existe nenhuma bijecgao entre [n] e [m] se n # m. Mais precisamente,
seja f 1 [n] — [m] uma fungao. Entao:

e Sen <m, entdo f nao € sobrejectiva,

e Sen > m entio f nao € injectiva.

Demonstragao. Pode mostrar-se por inducao finita. Supomos primeiro n < me f: [n] —
[m] sobrejectiva. Seja f(n) = y € [m]. Entdo f : [n — 1] — [m] \ {y}. Definindo
g : [m]\ {y} — [m — 1] como a fungdo que envia x em z, caso z < y e x em x — 1, caso
x > y obtemos fi := gof : [n—1] — [m—1] sobrejectiva. Continuando desta forma, ao fim
de um ndmero finito de passos, temos f,, : @ — [m — n| sobrejectiva, o que é um absurdo.
A prova que f : [n] — [m] ndo pode ser injectiva quando n > m é semelhante. O

4.2. Cardinalidade e conjuntos finitos.

Definigao 4.8. Diz-se que um conjunto X é finito se existe n € Ny e uma fungao bi-
jectiva f : [n] — X. Este ntmero n, que é unico pelo corolario anterior, designa-se por
cardinalidade de X, e escreve-se n = | X| ou n = #X.

Por exemplo, temos |[n]| = n e |[n]o] = n + 1. Nota-se também que o conjunto vazio &
é o inico conjunto com cardinalidade zero.

Proposigao 4.9. O conjunto dos nimeros modulares Z, tem cardinalidade m.

Demonstragao. De facto, temos uma bijecgao f : [m — 1)g — Z,, definida por & — [x],.
A demonstracao que isto é uma bijeccao é deixada ao leitor. O

O Corolario 4.7 pode ser escrito de outra forma.

Corolario 4.10. Dois conjuntos finitos, A e B tem a mesma cardinalidade se e sé se existe
uma bijeccdo entre eles. Seja f : A — B uma funcdo. Entdo, f nao pode ser sobrejectiva
quando |A| < |B|, e f nao pode ser injectiva quando |A| > |B.
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5. FERMAT, EULER E CRIPTOGRAFIA

Neste capitulo, vamos estudar as equagdes que envolvem expoentes da incégnita. Sao,
desta forma, equagoes com poténcias da variavel x, e que s@o muito tteis nalgumas apli-
cagoes em computadores, como a criptografia de “chave publica”. A este tipo de equacoes
chama-se o problema do logaritmo discreto.

5.1. Teorema de Fermat. A seguinte é uma propriedade fundamental dos nimeros mo-
dulares com modulo primo. Sendo p um nimero primo, vamos considerar o conjunto

Z;; = {lpa 2p7 7p_1p}7

dos ntimeros modulares invertiveis em Z,. Como sabemos, Z; estd em correspondéncia
bijeciva com [p — 1], pelo que |Z;| =p-—1.

Proposigao 5.1. Seja p um nimero primo e a € Z invertivel modulo p. Entdo a aplica¢do
de multiplica¢ao por a € uma bijeccao no conjunto dos nimeros invertiveis de Z,. Dito de
outra forma, se (a,p) =1 a fungao

mq = Ly — Ly
b — ab,
€ bijectiva.

Demonstra¢ao. Vamos verificar que é injectiva e sobrejectiva. Para ver que m, é sobrejec-
tiva, consideramos y € Z invertivel modulo p, ou seja (y,p) = 1, e temos que resolver a
equacao my(x) = ax = y modp. Como a é também invertivel modp, (a,p) =1 (e 1| y)
a equacdo resolve-se pondo = ca~' modp. Para ver que m, ¢ injectiva, consideramos
ma(b) = mg(c) mod p, ou seja ab = acmod p. Nesse caso, como (a,p) = 1, pela lei do corte,
b = c¢mod p, o que mostra a injectividade. O

No resultado acima é essencial considerarmos os ntumeros modulares. Caso consideras-
semos 0s numeros inteiros, por exemplo, a conclusao seria muito diferente.

Exercicio 5.2. Mostre que a fungao de multiplicacdo por a € Z, mq : Z — Z, b — ab ndo é sobrejectiva,
se a # £1 e nao é injectiva se a = 0.

Teorema 5.3. (Fermat) Seja a € Z e p um nimero primo. Se (a,p) = 1, entdo aP~! =
1 mod p.

Demonstragio. Consideremos o ntimero inteiro a?~! - (p — 1)!. A sua redugdo, moédulo p,
coincide com a de (p — 1)!. De facto:

A tp-1)=a11-2-----(p=1) = (a-1)(a-2)---(a-(p—1)) modp
= mg(l) -mg(2) -+ -mg(p—1) modp
= 1-2-----(p—1) = (p—1)! modp.

Acima, usamos a comutatividade do produto, e a Proposi¢ao 5.1 da segunda para a terceira
linha. Como todos os nimeros de 1 a p — 1 s@o invertiveis modulo p, e o produto de
invertiveis ¢ invertivel, a lei do corte implica a?~! = 1 mod p como queriamos provar. [

Exercicio 5.4. Seja p primo. Mostre que, para qualquer a € Z, a? = a modp. Se a & invertivel mod p,
verifique que a~* = a?~? mod p.

Exemplo 5.5. ...
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5.2. Testes de Primalidade. Dado um natural muito grande, n € N, como podemos
saber se é primo? Determinar se todos os niimeros m < n s&o divisores parece ser tarefa
ingrata.

Naturalmente, determinar se um namero é composto é mais facil. Por exemplo, temos
testes de congruéncia bem conhecidos.

Exemplo 5.6. Seja n dado, e [axar_1 - - - aglio a sua representagao decimal. Se ag + a1 +
-+ +4ag = 0mod 3 entao n é composto, pois é divisivel por 3. Se ag—a1+---tar = 0mod 11,
entao é divisivel por 11.

Pelo teorema de Fermat, sabemos que, se n é primo, entdo a” ' = 1 mod n para qualquer

a € [n —1]. De forma equivalente, ™ = a mod n, quando n é primo. Isto sugere o teste de
Fermat.

Teste de Fermat Seja dado n € N, e a € [n — 1]. Se a™ nao é congruente com a, moédulo
n, entao n é composto.

No entanto, caso o teste seja positivo, ou seja, se ™ = amod n para todo o a € [n — 1] néo
podemos, ainda assim, concluir que n é primo. De facto, existem nimeros compostos tais
que a" = amodn para todo o a € [n — 1].

O menor destes nimeros é o n = 561. Este nimero é composto 561 = 3 - 11 - 17, mas
a®%! = a mod 561 para todo o a € [560)].

O teste de Miller-Rabin evita esta situacao nalguns casos.

Como as tnicas raizes de 1, moédulo um nimero primo sdo +1, se n é primo, entao
a"7" = +1mod n, para qualquer base a € [n — 1]. Iterando este procedimento chegamos a
seguinte conclusao.

Seja n € N um nimero primo impar, e sejan—1 = 2kq a factorizacao de n — 1, sendo ¢
o produto de primos impares (logo, ¢ é impar). Seja a € [n — 1] e consideremos a sucessao:

(5.1) a" ' = a2 g

k—1 k—2
2 a a? a ... 7a2q7 al.

kg ~ . ~ . . .
Se a? 9 ndo é congruente com 1, médulo n, entdo n é composto (isto é o teste de Fermat

k ~ . k
para a base a). Caso a? ¢ = 1 modn, entdo determinamos a?

entao n é composto, etc. Temos entao:

-1 ~ .
9 modn. Se nao é %1,

Teste de Miller-Rabin Seja dadon € N, e a € [n— 1], com n— 1 = 2%g e ¢ impar. Caso

acontega (pelo menos) uma das seguintes condigdes, entdao n ¢ composto:

(1) O primeiro termo da sucessao (5.1) ndo ¢ =1 modn,

(2) Algum a?9 ndo é congruente com 41 mod n, para certo j € {0,--- ,k — 1},
Uma vez mais, existem vérios n e vérias bases a que fazem com que este teste seja incon-
clusivo. Ou seja, se ocorrem as condigoes (1) ou (2) ficamos a saber que n é composto,
mas teriamos que verificar todas as bases para poder concluir que n é primo.

5.3. Invertibilidade em Z,, e a fungao de Euler. Tal como para os médulos primos,
para qualquer médulo m € N, podemos considerar o conjunto dos niimeros modulares que
tém inverso modm:
7 ={xe[m-1 : (x,m) = 1}.
A fungado de Euler fornece, para cada m, o numero de inteiros, de 1 a m, que sao
invertiveis médulo m.

Definigao 5.7. A fungado de Euler é a fungao ¢ : N — N definida por:
p(n) =Nz en] : (z,n) =1},

ou seja ¢(n) é o namero de naturais entre 1 e n que sao primos com n.
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Proposigao 5.8. Para qualqguer m € N temos:
= |23 -

Demonstracao. De facto, o conjunto dos ntimeros inteiros, de 0 a m—1 que sdo primos com
m (os invertiveis médulo m, de acordo com a Proposi¢ao 3.19) tem a mesma cardinalidade
que o conjunto dos ntimeros inteiros, de 1 a m que sao primos com m. O

Exemplo 5.9. Seja n = 45 = 32 - 5. Assim, os divisores préprios de n sdo {3,5,9,15}.
Assim, todos os multiplos destes ndo sdo primos com n. Usando o crivo, obtemos o
conjunto de nimeros que nao sao primos com 45: {2,4,8, 14,16, 22,26, 28, 32, 34, 38,44}.
Este conjunto tem cardinalidade 12, pelo que ¢(45) = 12.

Teorema 5.10. Para qualquer natural n, temos a igualdade:

Z o(d) = n.

0<d|n
Demonstragao. Para cada d | n, seja Sq o conjunto Sg = {1 <c<d : (¢,d) = 1}, e seja

S=J Sa={cd) eN’: (c,d)=1,1<c<d}.
0<d|n

Entao temos o q, (d) = > g qp [Sal = |S], pois todos os conjuntos Sy séo disjuntos,
dois a dois. Vamos agora contar os elementos de S doutra forma. Defina-se a fungao:
f+8 — [n]
cn
d —.
(C7 ) = d
Note-se que f(c,d) é natural < n, para qualquer (c,d) € S, pois d | n e § < 1. Vamos
provar que f bijectiva. Para a injectividade, seja f(c,d) = f(¢,d'). Entao & = CC;—TL logo
9= %. Isto implica, como sao fracgoes irredutiveis, que ¢ = ¢’ e d = d’. Para verificar a
sobrejectividade, seja x € [n], dy = n/(x,n), e ¢z = x/(x,n). Assim, ¢, e dy sd@o primos
entre si. Alem disso, f(cz,dy) = % = 7 como queriamos provar. O
Exemplo 5.11. Consideremos n = 28 = 22 . 7. Podemos calcular. (1) = ¢(2) = 1,
©(4) =2, 0(7) =6, p(14) =6 e p(28) = 12. E, de facto, 28 =1+ 1+ 2+ 6 + 6 + 12.

A formula do Teorema 5.10, permite uma recorréncia para determinar o valor de p(n).
De facto, podemos escrever:

(5.2) n=em+ 3 )

0<d|n, d#n

onde o somatorio inclui todos os divisores d | n, positivos, excepto o proprio n.

Existe uma forma expedita de calcular ¢(n) quando se sabe a factorizacao de n em
primos. De facto, ¢ é uma fungao multiplicativa, no sentido em que, para quaisquer
n,m € N primos entre si, temos p(nm) = ¢(n)e(m), como veremos. Resta, por isso, saber
o valor de ¢ para as poténcias de primos.

Lema 5.12. Seja p um nimero primo. Entao ¢(p) = p— 1. Mais geralmente, para k € N

temos (p") = p* —p*t.

Demonstrag¢ao. Vamos usar a formula (5.2) e indugdo em k € N. Os tnicos divisores de p
sao {1,p}. Assim, para k =1 (base da indugao), esta formula da:

p=9@) +el), = op)=p—1.
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Vamos agora assumir que ¢(p’) = p/ —p/~1 & valida para j = 1,--- , k (inducdo forte). Os
divisores de p*t! sdo Div(p) = {1,p,--- ,pkﬂ}. Assim, a mesma foérmula diz-nos:

PP = pH - Yoo el = P je@)) =
0<d|pk+1, dzpht?
= P10 0(p) =
= P () =
— ML (b — 1) = P
como pretendido. O passo de indugao foi aplicado entre a segunda e a terceira linha. [

Proposicao 5.13. Sempre que n,m € N verificam (n,m) =1 temos p(nm) = o(n)p(m).

Demonstra¢ao. Vamos usar novamente a formula (5.2). Quando n e m sdo primos entre si,
qualquer divisor é o produto de um divisor de n por um divisor de m. Ou seja, qualquer
d € Div(nm) admite uma factorizagdo tinica d = d'd” onde d’ € Div(n) e d”’ € Div(m).
Vamos admitir que a formula ¢(ab) = ¢(a)p(b) ¢ vélida para qualquer natural ab < mn, e
vamos proceder por indugao (sendo que a base (1) =1 = p(1)¢(1) é imediata). Assim,
temos:

mm = (Zu (@) (Saine(@)) = o o(d)old") =
= o(n)p(m) + > p(d)p(d") =

d'|n, d"|m, d'd" £nm

= p(n)p(m) + > p(d'd") =

d'|n,d"|m,d'd" #£nm

= p(n)p(m) + Yo pdd) =
d'd"|nm, d'd" #nm

= p(n)p(m) + (nm — p(nm)),

Logo, ¢(nm) = ¢(n)e(m). Usou-se o passo de inducao na segunda linha. O
Vamos agora generalizar o teorema de Fermat para moédulos que nao sao primos.

Proposicao 5.14. Sejam € N, a € Z e (a,m) = 1. Entao a aplicagio de multiplica¢ao
por a € uma bijeccao no conjunto dos numeros invertiveis de Z.,. Dito de outra forma, a
aplicacao
me : L), — 1),
T — ax,

€ uma bijecgdo.

Demonstrac¢ao. A demonstracio é semelhante a da Proposi¢do , mas podemos apresentar
agora uma pequena variagdo. Para ver que m, € bijectiva, consideramos ¢ € Z e temos
que resolver a equagao mg(x) = ax = ¢ modm. Como (a,m) =1 e 1| ¢ existe solucao zo,
pela identidade de Bézout:

axryg + my = ¢,
e além disso qualquer outra solugdo é obtida somando km, k € Z a zy. Desta forma, a
solugao é tnica, moédulo m, pelo que m, é bijectiva. O

Teorema 5.15. (Buler) Seja a € Z e m € N. Se (a,m) = 1, entdo a?™ =1 mod m.
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Demonstracao. A demonstracao é inteiramente anédloga & do Teorema de Fermat. Consi-
deremos o produto de todos os invertiveis em Z,,, isto é, o namero inteiro

y= HmEZ,ﬁ L.
A reducéo de a?™)y, modulo m, coincide com a do proprio y. De facto:
aso(m)y — a“”(’”)erm r = erz,ﬁ(a'x) mod p
cheZijL (ma(x)) mOdp
= erz,ﬁ x modp = ymodp.

Usémos novamente a comutatividade do produto, o facto de que ¢(m) é a cardinalidade
de Z), e a Proposicao 5.14 da segunda para a terceira linha. Como todos os x € Z,
sdo invertiveis moédulo m, y também o é, e a lei do corte implica a?™ = 1 modp, como
queriamos provar. 0

Exercicio 5.16. Seja (a,m) = 1, e k um inteiro qualquer. Mostre que ak¢(m) = 1 mod m.

Exemplo 5.17. Vamos determinar o z € [279] tal que x = 25°* (mod279). Como
279 = 931 = 3% - 31, temos p(279) = p(9)¢(31) = (32 — 3) - 30 = 180. Assim, o teorema
de Euler diz-nos que 258 = 1 (mod 279), uma vez que 25 = 52 e entdo (25,279) = 1.

Desta forma o expoente pode ser reduzido médulo 180 sem afectar o valor da poténcia.
Uma vez que 543 = 180 - 3 4+ 3 temos:

25014 — 951803+ _ (25180)7 951 = 13 951 = 390625 = 25 (mod 279).

Assim, x = 25 é a solugao do problema. Concluimos entdo que 25* = 25 (mod 279) o
que também nos diz que 253 = 1 (mod 279).

Observacio 5.18. O teorema de Euler diz-nos que a*#(™) = 1 mod m quando (a,m)=1¢
k € Z. O exemplo acima mostra que podem haver outros expoentes j, além dos multiplos
de o(m) que também verificam @’ = 1 mod m. O menor expoente que o verifica ¢ chamado
a ordem de a moédulo m.

Definigao 5.19. Seja a € Z e m € N. Se a é invertivel modulo m (ou seja, (a,m) = 1)

o menor natural j tal que a’ = 1 modm chama-se a ordem de a médulo m e escreve-se

j = ord,,(a).

Proposicao 5.20. A ordem de qualquer a € Z, invertivel médulo m, divide ¢(m). Isto é
ordy,(a) | p(m).

Mais geralmente ordy,(a) | k para qualquer k € Z que verifique ¥ = 1 mod m.

Demonstragio. Seja j = ordy,(a) e k € Z tal que z* = 1 modm. Vamos dividir k por j:

k=qj+rcomre{01,---,m—1}. Entao,

1=d" = (aj)an =a'.

Como j é o menor natural tal que o/ = 1 modm, isto contradiz r < j, a menos que
r = 0. Assim j | k. Também temos j | ¢(m) uma vez que, pelo Teorema de Euler,
a?™ =1 mod m. g

Exemplo 5.21. No exemplo acima 25% = 1 (mod 279). Isto ndo contradiz a Proposicio
acima, uma vez que 3 | 180 onde 180 = ¢(279). E facil de verificar que, precisamente

ord279(25) = 3.

5.4. Raizes primitivas e o problema do logaritmo discreto. Vamos agora considerar
algumas equacoes nao lineares. Em particular, estudaremos as equacoes da forma

(5.3) 2% = b mod m.
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1 -
Se tanto a variavel x, como b > 0, fossem nimeros reais, teriamos x = (b)7% como solugao,
k
1 1
uma vez que (bk) =bFE =b.
Por analogia com o caso real, faz sentido procurar solugoes da equagao (5.3), na forma

x = b* modm, onde u é um inverso de k modulo ¢(m), uma vez que b?(") =1 modm,
como advém do teorema de Euler.

Proposigao 5.22. Sejam m, k € N eb e Z. Se (b,m) = (k,p(m)) =1 entdo a equagao
2% = b modm tem wma solugio unica modm e é dada por

r = b* mod m,

onde u = k~! (mod p(m)).

Demonstragao. Seja u um inverso de k modulo ¢(m). Assim, existe v € Z tal que 1 =
uk + vp(m). O facto de que b* é solugao, verifica-se substituindo na equagao:

((b)U)k‘ = buk = bl—vﬁo(m) =b- (b@(m))_v =b- 1—U = b mod m.

Note-se que usamos a hipotese de b ser invertivel médulo m, (b,m) = 1. Supomos agora
que ha duas solucoes z* = y* = b. Entdo (xy_l)k = 1. Entao ord,,(zy~ ') | k e também
ord,, (zy~1) | ¢(m). Como (k,¢(m)) = 1 concluimos que ord,,(zy~!) = 1 ou seja zy~! =
1 mod m, o que significa que £ = y mod m, como queriamos provar. O

Exemplo 5.23. Vamos resolver a equacio z2° = 2 mod 117. Neste caso b =2, m = 117 =
13 -9 que sao primos entre si. Temos também ¢(117) = ¢(9)p(13) =6 - 12 = 72, pelo que
k = 29 é primo com ¢(117), e estamos nas condi¢oes da Proposigdo. A tnica solugao é
entdo z = 2% onde 29u = 1 mod 72. Calculando o inverso de 29 obtemos: u = 5 mod 72, e
portanto a solucdo é z = 2° = 32 mod 117.

O teorema de Euler e a proposicao acima, em conjunc¢ao com o teorema chinés dos restos,
permitem simplificar bastante as equacoes a resolver.

Exemplo 5.24. Vamos resolver a equacio z'%0 = 17 mod91. Temos 91 = 7 - 13, logo
©(91) =6-12 =72 ¢ (199,72) = 1 pelo que esperamos uma solugdo tnica. Pelo teorema
de Euler, como ™ =1, 299 = 227225 = 2% ficamos com z°° = 17mod 91. Pelo teorema
chinés dos restos, temos

z?® =17 mod7 =3 mod7
=
%% =17 mod13 zT=4 modl13,

uma vez que p(7) =6e55=9-6+1, p(13) =12 e 55 =412+ 7. A segunda equagao
tem k =7 (7,12) = 1. Logo a solucdo é x = 4¥ onde y = 7" 'mod 12. Como 7-7 = Imod 12
temos 771 = 7mod 12 e logo * = 4"mod 13 ¢ a solugao. 4" =3-3-3-4=9-(—1)mod 13.
Finalmente, reduzimos o problema a resolver o sistema z = 3mod7 e x = —9mod 13.

A equagao no caso em que (k, ¢(m)) > 1 é mais dificil de resolver. Para estudé-la, vamos
usar o conceito de raiz primitiva. Vimos atrds que a ordem de um inteiro a (invertivel
moédulo m) divide (m), ndo sendo superior a @(m), pois a®™ = 1 mod m.

Vamos, por exemplo para o médulo m = 7, usar uma tabela para determinar a ordem
de cada a € {1,2,--- ,6}. Abaixo, listamos as poténcias a*, para k entre 1 e ©(7) = 6, e
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verificamos que elas se repetem.

S U W N~ _—
TU R W N~ =
RN RN
D= O = =W
—ON R R N
W N U = = Ot
el e e e R i @)

6 6 6

Olhando para a tabela, vemos que, por exemplo, o conjunto das poténcias de 2 é {1,2,4},
mas que as poténcias de 3 sdo todos os elementos de Z':

{2 (mod7) : k eN} = {1,2,4} C 2%,

{3¥ (mod7) : k eN} = ZX.
Os numeros 3 e 5 sao especiais. As suas poténcias permitem obter todas as classes modulo
7. Dito de outra forma, dada qualquer classe de congruéncia invertivel modulo 7, b € Z75,
existe k € N tal que 3¥ = bmod7. Assim, a classe 3 € Z7 ¢ uma raiz, (embora para

diferentes k), de qualquer b € Z>. Estes nimeros modulares chamam-se raizes primitivas
modulo 7. Para qualquer médulo temos um conceito analogo.

Definigao 5.25. Uma raiz primitiva moédulo m é uma classe a, cujo conjunto de poténcias
coincide precisamente com Z.. Isto é:

{ﬁ:kez}zzg

Assim, o conjunto de poténcias de uma raiz primitiva médulo m tem cardinalidade igual
a p(m).
Proposicao 5.26. Seja m € N. Entdo a € Z), € uma raiz primitiva mdodulo m se e so se

ordy(a) = p(m) = |Zy,].
Demonstragao. Seja j := ord,,(a). O conjunto das poténcias de a verifica:
k 12 j
{(I :kEZ}:{av(I)"')a]}v

pois @/ = 1 = a®’ modm. Se j = ¢(m) entdo, uma vez que j = |Z%|, a tnica forma do
conjunto da direita nao ser Z), é que dois (ou mais, claro) dos seus elementos coincidam.
Assim, vamos supor, por contradigdo, que ¥ = d para certos k,l € {1,---,7} distintos.
Podemos supor que k > I. Assim a*~* = 1 modm. Mas como k — | < j isto contradiz a

hipotese j = ord,,(a). Logo, {a* : k € Z} = Z e a é uma raiz primitiva. Reciprocamente,
se j < p(m) entdao a’ = 1 modm pelo que

{a*:k ez} c{dal, d® -, d}.
Como o conjunto da direita tem cardinalidade j < ¢(m) = |Z),| o conjunto de poténcias
nao coincide com Z);, e a nao é uma raiz primitiva. O

A nocao de raiz primitiva permite resolver equacoes com poténcias da seguinte forma.

Exemplo 5.27. Vamos resolver a equacio > = —1 mod 14, sabendo que 3 é uma raiz

primitiva mod 14 e que além disso 33 = —1 mod 14. Assim, uma solucdo é precisamente
x = 3 mod 14. Mas esta nao é a tnica solugao. Se fizermos z = 3Y mod 14 e substituimos
na equacao (39)3 = 3% mod 14. Como ¢(14) = 6, isto da-nos, para os expoentes:

3y = 3 mod 6.

As solucoes sio y = 1 ou 3 ou 5, pelo que, finalmente z = 3 ou 32 = —1 ou 3° = 5 mod 14.
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Quando nao sabemos raizes primitivas é mais complicado saber condi¢oes que garantam
a existéncia de solugoes.

Proposigao 5.28. Para todos os modulos primos, existem raizes primitivas.

Assim, vamos agora considerar apenas o caso de modulos primos. Pretendemos saber se
2F = b mod p tem solucdo. Se 3 é uma raiz primitiva moédulo p, entao podemos escrever:

x = Y modp, b=/ modp,

e temos entao

B = 37 mod p.
Resta-nos resolver a equagao ky = jmodp — 1, em que a incognita é y (mod p(p) = p—1).
Seja d = mdc(k,p — 1). Sabemos entao que:
(1) Uma solugao existe, se d | j
(2) Nesse caso, existem d solugoes distintas, modulo p — 1.
(=1

d

i . =1 N .
No caso de % ser inteiro temos b~ 4 = (51’ 1) 4 =1 modp. Reciprocamente, se b

5%(1’)_1) = 1 mod p entdo, como ord,3 = p — 1, temos que p — 1 | %(p —1),ousejad]|je
temos solugoes.

Proposicao 5.29. [Critério de Euler| Seja p primo, e b € 7 invertivel mddulo p. Seja
keNed=(k, p—1). Entio, relativamente & equacio x* = bmod p existem d solugdes se
bz%l =1modp

e nado tem solugdes no caso contrdario.

O nome critério de Euler ¢ normalmente usado no caso quadratico (k = 2). Este critério
é também valido para moédulos compostos, desde que exista uma raiz primitiva. Note-se
que o critério apenas garante existéncia (ou nao) de solugao, mas nao permite a resolugao da
equacao, a menos que se saiba uma raiz primitiva § e como escrever o termo independente
b como poténcia de J3.
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Parte 2. FUNCOES e COMBINATORIA

Nesta segunda parte, estudamos alguns conceitos de combinatéria enumerativa. Tam-
bém se introduzem funcoes racionais e séries, que serao usadas para obter férmulas para
problemas enumerativos definidos por relacées de recorréncia. Finalmente, apresentam-se
também alguns métodos de contagem com simetria, para o que é necessario introduzir a
nocao de grupo finito e de ac¢ées de grupos em conjuntos finitos.

6. CONJUNTOS E CONTAGENS

6.1. Operagoes com conjuntos. Recorde-se que, se X é um conjunto, a expressao x € X
significa que x é um elemento de X, ou que x pertence a X. O conjunto vazio, denotado
por &, é o conjunto sem elementos.
Dados dois conjuntos A, B podemos fazer as seguintes operacoes:
Unido: AUB:={zr€ AV z € B}
Intersecgao: ANB:={x € A N z € B}
Diferenga: A\ B:={zx € A A = ¢ B}
Diferenga simétrica: A B:= (A\ B)U(B\ A)
Produto: A x B :={(a,b)la € A,b € B}
Na defini¢ao de produto usamos a notagao (a,b) € A x B para denotar um par ordenado.
Isto representa uma escolha simultinea de um elemento a de A e de um elemento b de B.
Algumas operagoes acima sao associativas, pelo que podemos aplica-las, de forma ime-
diata, a mais que dois conjuntos. Por exemplo, a uniao e a intersec¢do de uma coleccao de
conjuntos {X,-}f?:1 denota-se, respectivamente, por:

XU UXy =

Xin---NX, =

k
Uxi
=1
k
X
i=1
Uma outra notagao de grande utilidade é a de uniao disjunta. Definimos:

AUB:=AUB, sempre que AN B = J.

Temos as seguintes propriedades das operagoes:

Dados dois conjuntos A, B escrevemos A C B, que significa A contido em B (permite-se
a igualdade dos dois conjuntos), se qualquer elemento de A pertence também a B.

6.2. Fungoes. Sejam X e Y dois conjuntos. Como visto na secg¢ao..., uma funcdo f entre
X e Y é uma regra que associa a cada elemento x € X um elemento de Y denotado por
f(z) € Y. A notagao usada é:

f: X — Y
r = y=f(z).

Os conjuntos X e Y chamam-se, respectivamente, os conjuntos de partida e de chegada
da funcao f: X — Y. Por vezes, X chama-se também o dominio da funcao f.

Exemplo 6.1. Como exemplos de fungoes temos:

(1) Exemplo de fungao constante f: N — Z dada por f(n) = 23.

(2) Exemplo de fungao linear g : Q — Q, onde g(x) = 5z.

(3) Exemplo de fungao polinomial h : Z — Q, definida por h(a) = %a2 + %a +
(4) Exemplo de fungao trigonométrica ¢ : R — [—1, 1] com ¢ (x) = cos(z).

[\S][SN]
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Definigao 6.2. Sejam A C X e B C Y subconjuntos e f : X — Y uma fungdo. A imagem
directa de A é o conjunto

flA) ={f(z) eY:xz € A} CY,
e a imagem inversa de B é o conjunto:
fY(B):={zeX: f(z) e B} C X.

A funcao f diz-se injectiva se f(z) # f(2') sempre que x # 2’ para z,2’ € X. Diz-se que
f & sobrejectiva se para todo o y € Y existe x € X tal que f(z) = y. Finalmente, diz-se
que f é bijectiva se for injectiva e sobrejectiva.

Exercicio 6.3. Seja f: X — Y. Mostre que f~'(Y) = X e que f é sobrejectiva se e s6 se f(X) =
Y. Classifique, justificando, as fung¢oes do Exemplo acima quanto & injectividade, sobrejectividade, e
bijectividade.

Quando consideramos um subconjunto de Y com um tnico elemento {y} C Y escrevemos
f~1(y) em lugar de f~1({y}). Da mesma forma, quando f~!(B) é um conjunto com um
tinico elemento, escrevemos f~!(B) € X em vez de f~1(B) C X.

Proposicao 6.4. Sejam A, B C X, C,D CY e f: X — Y uma funcio. As imagens
directas e inversas verificam:

f7ienp) = O N D)
fH(cuD) frHOyu D)
fTHCND) = fTHON fTUD),
f(AUB) = f(A)Uf(B)
f(AnB) < f(A)Nf(B)
A c fTHfA)
fF7HD) < D.

Definigao 6.5. A composicao das funcées f: X — Y eg:Y — Z é a funcao definida por
gof: X — Z
z = g(f(x)).
Note-se que g o f esta bem definida porque f(z) € Y, e Y é o conjunto de partida de g. A

composigao pela outra ordem f o g s6 estaria definida se g(y) € X para todo oy € Y, ou
sejase g(Y) C X.

Exemplo 6.6. Seja f(n) := logn, f : N — Re g(z) := 22 +1, g : R — R. Entao
go f(n) = (log n)? + 1.

6.3. Fungoes Injectivas, Sobrejectivas, e Bijectivas. asd

Proposigao 6.7. Seja f: X — Y uma fungdo. Entao:

(1) f € injectiva sse f~1(y) ndo contém mais que um tinico elemento Yy €Y.

(2) f € sobrejectiva sse f~ (y) ¢ ndo vazioVy €Y.

(3) f ¢ bijectiva sse f~'(y) é um unico elemento de X, ou seja, sse a regra y € Y
Y (y) € X define uma funcio f~1:Y — X.

(4) A composi¢io de duas fungoes injectivas (resp. sobrejectivas, bijectivas) € injectiva
(resp. sobrejectiva, bijectiva).

Demonstracao. ... ]
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Notacgao: Por simplicidade, usamos as seguintes notagoes:

[n] = {1,2,---,n}
[nlo = {0,1,2,---, n}.

Corolario 6.8. Nao existe nenhuma bijecgao entre [n] e [m] se n # m. Mais precisamente,
seja f : [n] — [m] uma funcao. Entao:

e Sen <m, entdo f nao € sobrejectiva,
e Sen >m entao f nao € injectiva.

Demonstragao. Pode mostrar-se por indugao finita. Supomos primeiro n < me f: [n] —
[m] sobrejectiva. Seja f(n) = y € [m]. Entdo f : [n — 1] — [m] \ {y}. Definindo
g :[m]\{y} — [m — 1] como a fungdo que envia x em z, caso r < y e x em x — 1, caso
x > y obtemos fi := gof : [n—1] — [m—1] sobrejectiva. Continuando desta forma, ao fim
de um ndmero finito de passos, temos f,, : @ — [m — n| sobrejectiva, o que é um absurdo.
A prova que f : [n] — [m] nao pode ser injectiva quando n > m é semelhante. O

6.4. Cardinalidade.

Definicao 6.9. Diz-se que um conjunto X é finito se existe n € Ny e uma funcdo bi-
jectiva f : [n] — X. Este nimero n, que é tnico pelo corolario anterior, designa-se por
cardinalidade de X, e escreve-se n = | X| ou n = #X.

Por exemplo, temos |[n]| = n e |[n]o| = n + 1. Nota-se também que o conjunto vazio &
¢é o nico conjunto com cardinalidade zero.

Proposigao 6.10. O conjunto dos nimeros modulares Z., tem cardinalidade m.

Demonstragao. De facto, temos uma bijecgao f : [m — 1)g — Zy,, definida por & — [x],.
A demonstragao que isto é uma bijeccao é deixada ao leitor. O

O Corolario 6.8 pode ser escrito de outra forma.

Corolario 6.11. Dois conjuntos finitos, A e B tem a mesma cardinalidade se e sé se
existe uma bijeccao entre eles. Se f : A — B entao, f nao pode ser sobrejectiva quando
|A| < |B|, e nao pode ser injectiva quando |A| > |B|.

Recordemos as seguintes notagdes. Para n € N definimos os conjuntos:

[n] = {1727"' 7n}
nlo = {0,1,2,--- ,n}.
Se A designa um conjunto finito, a expressao |A| = n significa que A tem cardinalidade

n € N, ou de forma equivalente, que existe uma bijec¢gao (uma funcao bijectiva) f : A — [n].
A cardinalidade estd unicamente definida para cada conjunto finito, uma vez que nao é
possivel haver bijec¢es entre [n] e [m] para n,m € N distintos (ver corolario...).

Por exemplo, temos |[n]| = n e |[n]o] = n + 1. Nota-se também que o conjunto vazio &
é o Tinico conjunto com cardinalidade zero.

6.5. Nimeros binomiais. Muitas operagoes de contagem utilizam os nimeros binomiais.
Por exemplo, o ntimero de formas de escolher 3 frutas de uma fruteira com 5 pegas distintas,
é (g) = % = 10. Estes nimeros binomiais aparecem tanto no tridngulo de Pascal, como
na féormula do binémio de Newton.
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O tridngulo de Pascal é o tridngulo que comega com 1 no vértice superior e em que cada
entrada é a soma dos 2 ntimeros imediatamente acima:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
5 10 10 5

Vamos enumerar as linhas horizontais do tridngulo de Pascal, come¢ando de cima para
baixo com a linha zero e, em cada linha enumeramos os elementos da esquerda para a
direita comecgando também no zero. Assim, na linha n, vamos designar o k-ésimo elemento
por C7'. Desta forma, a propriedade que define estes ntimeros é:

(6.) Optt = Op, + €.
quando n >k > 0.

Tal como sucede muitas vezes na matematica, existe uma féormula fechada para todos
os coeficientes deste tridngulo! De facto, ndo deixa de ser surpreendente a frequéncia com

que aparecem relagoes simples entre conceitos ou niimeros que, & partida, nao teriam nada
a ver uns com outros.

Definigao 6.12. Os nimeros binomiais s&o 0s nimeros (:L) onde 0 <m <n com n,m &€
Ny definidos por

m _m!(n—m)!_ m-(m—1)-----1

<n> n! ne(n=1)-(n-—m+1)

Na férmula acima, convenciona-se que 0! = 1, e que, por isso, (8) = 1 para todo o
n € Ny. Também se convenciona que (:L) = 0 nos casos indesejados em que m nao esta
entre 0 e n, ou seja, quando m < 0 e também quando m > n.

Observagao 6.13. (;‘1) é o numero de m-subconjuntos de um n-conjunto. n! é o nimero de
permutagoes de um n-conjunto, ou seja de bijecgoes f : [n] — [n].

Proposigao 6.14. Enumeremos Entao, a n-ésima linha do tridngulo é constituida pelos

=)= ()= ()= ()=

Demonstracao. Dado que cada entrada do tridngulo de Pascal é obtida por recorréncia
usando a formula (6.1) e tudo comega com 1 = (8) = %, basta mostrar que os nimeros

binomiais verificam a mesma propriedade que os nimeros do tridngulo, ou seja:

()= ()
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sempre que n > k > 0. Esta formula verifica-se directamente:

n n n!
(k;—1>+<k;> T k=Dn+1-k)!
nl ok =k 4+ (k-D!n+1-k)] _

EKln—k)! (k=1)I'(n+1—k)!k'(n—k)
nl k(k—D)!(n— k) + (n+1—k)(k—1)(n—k)]
(k—D!'(n+1—k)k (n—k)
nl(k—Dln—k!k+ (n+1—k)
(k=1 (n+1—-k)kl(n—k)
_ (n+nt  (n+1) :<n+1>
(n+1—k'kl  (n+1—k)k k)’

como queriamos provar. Note-se a formula mantém-se valida com k = 0 pois (_"1) =0 O

Como ja mencionamos, os mesmos numeros aparecem na férmula do binémio de Newton,
que é a seguinte.

Proposicao 6.15. Considere-se duas varidveis x,y (podem considerar-se inteiros), e seja
n € Ng. Entdo o polindmio (x + y)™ é um polinémio homogéneo cujos coeficientes sao
numeros binomiais. Mais precisamente

n
n . .
(x4+y)" = Z < .)x]y”_J.
=0 N
Demonstracao. Indugdo em n € N. O caso n =1 é simples.

@ty = ($+y)(w+y)"=(w+y)z(?)wjy"—j:

7=0

n>$j+177/]+z<> n+1]_
J

I
NE

j=0<

n+1 n
(g (e

PV j=o N

n+1
= {1+ () -

o LN

n+1

_ <" + 1) Iy,
0 J

Note-se que na terceira para a quarta linha hé dois termos que foram incluidos, mas que sao
nulos e por isso nao afectam o somatorio. Sao os termos (_"1) = 0, no primeiro somatorio,

<
Il

n f— 2’ .
e (n+1) = 0, no segundo somatorio. 0

Exercicio 6.16. Mostre que > 7 (;L) =2" e que Z;?:O(—l)j (';) =0.

Podemos generalizar estes niimeros.

6.6. Numeros multinomiais.

Definigao 6.17. Seja k € N. Um ntmero k-multinomial (ou simplesmente multinomial) é
definido por uma particdo de um natural n em k parcelas ndo negativas: n = ny+---+ng,
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onde n; € Ny. Define-se entao:

( n > o n!
N1, M2, 5 N, nilng! - - ny!

Exemplo 6.18. Calcular o coeficiente de 2°y32? em (z + y + 2)*°.
Outro exemplo

Exemplo 6.19. O namero de maneiras de formar 8 grupos de 4 elementos com 32 alunos
e com 8 projectos diferentes é... Se nao houver distingao entre projectos é ... Se a turma
tiver 30 alunos, e quisermos formar 6 grupos de 4 elementos e 2 de 3, cada qual com tarefas
diferentes sao...

Vamos agora rever algumas propriedades e operacées com conjuntos finitos.

6.7. Principios gerais de contagem. Principio da identidade: Podemos determinar
o nimero de elementos de um conjunto, encontrando uma bijeccao com outro conjunto
cuja cardinalidade conhecemos. Sucintamente, |A| = |B| sempre que existe uma bijecgao

f:A— B.

Exemplo 6.20. Seja X um conjunto finito. O conjunto poténcia de X:P(X) :={Y C X}
é o conjunto de todos os subconjuntos de X (incluindo o vazio @ e o proprio X), e é
também um conjunto finito. Para determinar a sua cardinalidade consideremos a funcao:

F: Fun(X,{0,1}) — P(X)
fo= T,
onde f: X — {0,1} ¢ uma dada funcdo e f~!(1), a pré-imagem de 1 ¢ naturalmente um

subconjunto de X. E facil ver que F é uma bijeccdo. De facto, a aplicacdo inversa associa
a um dado subconjunto Y C X a funcao xy : X — {0, 1} definida por:

(@) 1, z€Y
X) =
Xy 0, z€X\Y.

Dada a sua importancia em varios contextos, esta fun¢ao xy é chamada a fun¢do carac-
teristica do subconjunto ¥ C X. Veremos a sua aplicacao & demonstragdo de um outro
principio de contagem muito importante: o chamado principio de inclusao-exclusao.

Principio da adigao: O numero de elementos de uma unido disjunta é a soma das
cardinalidades de cada um deles. Sucintamente:

[ArU - U A = A+ 4 A = 141,
j=1

Exemplo 6.21. Cardinalidades de A\ B e de AU B.

Principio da multiplicagao: Se todos os elementos x de um dado conjunto X sao
obtidos através de n escolhas parciais x; € X; e independentes entre si, de elementos de
outros conjuntos X1, - - , X, entao a sua cardinalidade é o produto das cardinalidades dos
X;,i=1,---,n. Abreviadamente:

n
X1 X e X | = [ X [ X = [T 15X
i=1

Exemplo 6.22. As fungoes de X em Y.

Outra forma de enunciar este principio é a seguinte:
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Proposigao 6.23. O nimero de escolhas ordenadas de 1 elemento de Xy, 1 elemento de
X, ete, € o produto das cardinalidades: | X1|---|Xy|. Em particular, o nimero de escolhas
ordenadas e com possivel repeticao, de n elementos de um mesmo conjunto Y, € |Y|™.

Demonstracao. Para a segunda afirmacao note-se que estamos a considerar elementos do
conjunto Y x -+ x Y =Y *", O

Exemplo 6.24. Os divisores de n.
No mesmo circulo de ideias temos o seguinte:

Proposigao 6.25. [Principio da dupla contagem| Se contarmos o nimero de elementos
de um dado conjunto de duas formas distintas, obtemos o mesmo nimero.

Exemplo 6.26. Vamos mostrar que

*-£()

k=0

(-2 0")

=0

Outro exemplo: mostrar que

Para isto, usamos um conjunto X UY, com |X| =n e |Y| = m e subconjuntos A C X com
j elementos e B C'Y com k — j elementos, de forma a que |A U B| = k.

Principio do Pombal (caixas de correio): Se m objectos sao distribuidos por n caixas,
e m > n entao pelo menos uma das caixas ficard com mais de um objecto.
Outra forma de dizer que nao ha fungoes injectivas f : [m| — [n] com m > n.

Exemplo 6.27. Dados 5 pontos distintos (z,1;), i = 1,--- ,5, em Z% C R?, existe pelo
menos 1 par de pontos para o qual o ponto médio do segmento de recta que os une tem
também coordenadas inteiras. Dados 4 pontos, mostrar que o mesmo nao é verdade.
Para isso vamos reduzir as coordenadas modulo 2. (z;,y;) = (0,0), (0,1), (1,0) ou (1,1)
mod 2. Assim, existe um par i # j com z; = x; e y; = y; mod 2. Para estes 2 pontos, o
ponto médio
Ti+25 Yi+Yj
( 2 72

)

tem coordenadas inteiras.

6.8. O principio de Inclusao-Exclusao. O principio de Inclusdo-Exclusao generaliza a
férmula para a cardinalidade da unido. Sendo Y C X, denotamos por Y¢ o complementar
de Y em X, isto é:

Ye=X\Y.
Recordemos que yy : X — {0,1} designa a fungao caracteristica de Y C X: a fungao que
vale 1 em Y e zero fora de Y. Observemos que esta funcao verifica o seguinte:

(6.2) Xvnz =xvxz, Y= xv().
reX
Teorema 6.28. [Principio de Inclusao-Exclusaol. Sejam Xy,--- , X, conjuntos finitos,

considerados como subconjuntos de um conjunto X. Entao temos:

(a) (versao unidao)
n

I X1U---UX,| = Z(—l)j_lsj;
=1
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(b) (versao intersec¢ao)
n

IXPN-nXg =) (-1) S5
§=0
Aqui, S; = Zi1<z’2<--v<z’j ‘Xi .- ﬁXij| (soma por todos os indices crescentes) e Sy :=
| X1

Demonstracao. Em primeiro lugar, observe-se que ambas as verdes sao equivalentes. De
facto:

X\(XjU---UX,)=X\X)Nn---N(X\X,) =Xin---NXy,
e |X\Y|=|X|—|Y| Vamos provar a segunda versao. Seja 1 a fungao identicamente 1
em todo o X, e vamos escrever x; : X — {0,1} a fungao caracteristica de X;. Considere-se
a funcao:

xxs g = (=)= x) - (=) =S T xa,

7=0 1 <ig<-<ij
Isto da o resultado, de acordo com as formulas (6.2). O

Exemplo 6.29. Quantas palavras de 7 letras se podem escrever com {a,e,i,0,u} sem a
sequéncia uau? Existem 57 palavras de 7 letras com apenas vogais.

6.9. Escolhas com e sem reposicao; com e sem ordem. Uma das formas de entender
conceptualmente um problema de contagem é modela-lo como um problema de escolhas,
tal como foi feito para o Principio da Multiplicagdo. Neste caso, vimos na Proposigao 6.23
que, em particular, o nimero de escolhas ordenadas de k elementos de um n-conjunto X
énk.

Estas escolhas correspondem a k-tuplos ordenados (z1,---,2) € X** que sdo, por
definicao, elementos do produto cartesiano X **. Podemos, naturalmente ter x; = x; com
i # j € [k]. Desta forma, dizemos que escolhemos k elementos do conjunto X, com ordem
e com possivel repeticao. Isto é, interessa a ordem com que sao escolhidos os elementos,
e além disso, depois de escolher um elementos de [n], podemos escolhé-lo novamente, ou
nao. A este processo também se designa “escolhas com reposigao”.

Por outro lado, sabemos que as escolhas de k elementos de um n-conjunto X, sem
ordem e sem repeti¢ao (sem reposi¢ao) correspondem a escolha de um subconjunto Y € X
com k elementos. O ntmero destas escolhas é, como sabemos (Z) e, naturalmente k €
{0,1,--- ,n} caso contrario, ndo existem destas escolhas.

Podemos entao perguntar-nos qual o nimero de escolhas ordenadas sem reposi¢ao; e o
ntmero de escolhas de k elementos de um n-conjunto sem ordem, mas com reposi¢ao.

Obtemos entao a seguinte Tabela.

‘ Escolha de k elementos de um n-conjunto ‘

¢/ ordem & s/ repos. (nf!k)!

s/ ordem & s/ repos. ()

¢/ ordem & ¢/ repos. n¥

s/ ordem & ¢/ repos. ("_I?'k) = (";i—{k)

Note-se que o ntimero de escolhas ordenadas de k elementos sem reposi¢ao se obtém
multiplicando o ntimero de escolhas sem ordem pela ordenagao dos k elementos escolhidos:

o =)

A ultima férmula pode pensar-se da seguinte forma. Precisamos de fazer k escolhas, sem
nos preocuparmos com a ordem, no conjunto [n] = {1,--- ,n} e, de cada vez, repomos o
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objecto escolhido para possivelmente o escolhermos novamente. Por exemplo, sendo k =7
e n = 5, uma das escolhas pode ser:

(17 17 17 27 27 47 5)7

onde X = [5] = {1,---,5} e assumimos que a ordem nao interessa). A esta escolha de 7
elementos corresponde a colocar 7 bolas, todas iguais, em caixas diferentes, numeradas de
1 a 5, da seguinte forma: colocamos 3 bolas na caixa 1, 2 na caixa 2, uma nas caixas 4 e
5, e deixamos a caixa 3 vazia.

Como é que vamos contar o niimero destas escolhas? Um método muito tutil para isto é
o seguinte, ao qual se chama, por vezes, o Principio do Bibliotecdrio.

O nimero de escolhas que temos que fazer é o mesmo que considerar k livros, todos
iguais, numa estante onde cabem k livros e n — 1 separadores, e em que nos interessa a
ordem pela qual colocamos os livros e os separadores. Comegando da ponta esquerda da
estante para a direita, a escolha acima corresponde a colocar 3 livros antes do primeiro
separador, 2 livros entre o primeiro e o segundo separador, etc:

000X 00X X O0XO,

onde o designa um livro, e X um separador. Como podemos verificar, existem 7 livros
e 4 separadores. Nao ha nenhum livro entre os separadores 2 e 3, o que corresponde ao
facto de nao termos escolhido o elemento 3 € [5]. A sequéncia podia também comegar ou
terminar com separadores, o que corresponderia a nao escolher o primeiro elemento ou o
altimo, respectivamente.

Desta forma, obtemos um método para contar o ntmero de escolhas de k elementos
de um n conjunto, sem ordem e com reposi¢ao: é o mesmo que escolher as posigoes de
k elementos (os livros) num conjunto com k + n — 1 elementos: os k livros e os n — 1
separadores (e que é o mesmo que escolher n— 1 separadores de um conjunto com k+n—1

elementos):
n—1+k n—1+k
(=005

7. FUNCOES POLINOMIAIS

Neste capitulo e nos préoxpimos vamos estudar, com algum detalhe, algumas propriedades
das funcgOes polinomiais, das funcoes racionais e das séries de poténcias, com um duplo
proposito.

Um dos objectivos é mostrar como se obtém formulas explicitas para o termo geral de
uma sequéncia de nameros que satisfazem relacoes simples de recorréncia. Este tipo de
sequéncias sao ubiquas na combinatoéria enumerativa, um protétipo das quais é a famosa
sequéncia de Fibonacci:

(F1, Fy,---)=(1,1,2,3,5,8,13,--+),
que ¢é definida pelo problema de recorréncia:
Fi=F =1,
oy =F,+F,—1, n>2.

Na seccao 5.1 mostra-se a deducdo da seguinte féormula, misteriosa a primeira vista, para

o termo geral:
1

V5

onde ¢ = % é a famosa constante chamada razao dourada. O mesmo método para obter
termos gerais de sequéncias é aplicavel a todos os problemas de recorréncia lineares.

E, (" —(=0)™"), n=>1,



Matematica Discreta 49

O outro objectivo é realgar a fortissima analogia entre as propriedades aritméticas do anel
dos polindmios (sobre um corpo) e o anel dos nimeros inteiros, bem como a analogia entre
o corpo das funcdes racionais e o corpo dos nimeros racionass, e finalmente a importancia
destes objectos algébricos no estudo das séries, formais ou convergentes.

‘ Ntumeros ‘ Fungoes ‘

Inteiros, Z Polinémios

Racionais, Q | Funcoes racionais

Reais, R Séries

Estranhamente, a apresentacao destas analogias quase nao tém lugar na literatura uni-
versitéria, apesar da utilidade de todos os nimeros e fungoes neste quadro conceptual. De
igual forma, também nao é facil encontrar uma anélise detalhada do corpo das fungoes ra-
cionais, apesar do método de decomposicao em frac¢bes simples, ser uma das ferramentas
mais importantes no curriculo universitario, tanto no calculo real a uma variavel (essencial
na primitivac¢do de fungoes racionais) como na resolugao explicita de equagoes diferenciais
lineares.

Vamos usar a letra x para designar uma varidvel. Um polindmio é uma expressao da
forma

ap + ar1x + agx® + - - + a,a”,
isto é, uma soma em que cada parcela é um multiplo de uma poténcia da varidvel . Nesta
expressao, agp,- - ,a, sao chamados os coeficientes do polindomio, e podem ser nimeros
inteiros, racionais, reais ou complexos. Da mesma forma, a varidvel x pode ser substi-
tuida por ntmeros inteiros, reais, etc. Desta forma, os polindémios tornam-se exemplos
importantes de fungdes.

Aqui, vamos considerar os casos em que os coeficientes sdo racionais ou reais (e o mesmo
para x), comentando outros casos apenas pontualmente.

Os polinémios possuem varias propriedades em comum com os numeros inteiros. Por
exemplo, podemos somar, subtrair e multiplicar dois polinémios dados, pelas regras usuais
da aritmética. Mais interessante é o facto de que podemos dividir um polinémio por outro,
da mesma forma que se faz com os inteiros.

No nosso estudo dos polinémios, vamos focar-nos neste estreito paralelismo; em partiu-
clar, estudamos a nogao de maximo divisor comum, o algoritmo de Euclides, a identidade
de Bézout, e a factorizagdo de polinémios em factores irredutiveis.

7.1. Aritmética dos polinémios. Comecamos pelas defini¢oes e exemplos.

Definicao 7.1. Seja n € Ny. Um polinémio p(z) de grau n (e coeficientes racionais) ¢ uma
expressao da forma

(7.1) () = apz™ + ap_ 12"+ ..+ a1z + ag,

onde ag, a1, - ,a, € Q e a, #0.

O grau de um polinémio é, portanto, igual & menor poténcia de x cujo coeficiente € nao
nulo.” De igual forma, definem-se polinémios de coeficientes reais colocando, na definicao
acima, ag, - ,a, € R (e novamente a,, # 0 para o coeficiente que define o grau).

Exemplo 7.2. Alguns exemplos de polindémios sao:
o p(z) = —32? + 27z — 2,
eqlx)=1+z+- -+ 4217

o« r(a)=2-1,

5Note-se que, desta forma, o polinémio 0 (todos os coeficientes nulos) nao tem grau definido.
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e s(z) = V34 mr + %xz —ex3. (e é a base dos logaritmos naturais)
Os graus destes polinémios sao, respectivamente, 2, 17, 4 e 3. Os dois primeiros tém coefi-
cientes racionais, e os dois ultimos (de facto, todos) tém coeficientes reais. Os polindmios
de grau zero, como r(z), bem como o polinémio nulo (aquele que tem todos os coeficientes
iguais a zero) também se designam por constantes ou polindmios constantes.

NOTAGAO: Por vezes, escrevemos simplesmente p em vez de p(z). Usamos a notagao
dp para designar o grau do polinémio p. O conjunto de todos os polindémios
na variavel z denota-se por Q[z] ou por R[x], consoante os coeficientes sejam
racionais ou reais.

Por exemplo, escrevemos ép = n para o polindomio da equagao (7.1), e em termos de

conjuntos, temos naturalmente Q[z] C R[z].

Os polinémios podem somar-se e multiplicar-se, pelas regras bem conhecidas, que se
descrevem sucintamente com ajuda da notagao abreviada de somatdrio.

Definigao 7.3. Sejam p(z) = ag + a1x + -+ + aza” = 377, a;xl, e q(x) = St bra®
dois polinémios. Temos
max{m,n}
P+ ) = Y (a;+0b)a’
5=0

m-+n

k
p-a)(@) = > aab, =) ajby
k=0 j=0

onde, por convengao, colocamos a; := 0 para j > n e b; := 0 para j > m, de modo a que
as expressoes facam sentido para quaisquer indices 1, j, k € Ny.

Exemplo 7.4. Sejam p(z) = (1+z)?, q(z) =1—x,er(z) =1+x+---+ 2" comn € N.
Sao exemplos de operacoes aritméticas com polindémios:

e p(z)— (2 +22)=(1+2)? -2 -20=1+20+2% 22— 22 =1;

e gz)r(x)=1—-2)1+z+ - +a")=1—z"L

Os seguintes exercicios ilustram algumas propriedades basicas do grau dos polinémios e
a sua relacao com a soma e multiplicagao.
Exercicio 7.5. (1) Mostre que 6(p - ¢) = dp + d¢q, para todos os polinémios p, ¢ € Q[z] nio nulos.®

(2) Prove que §(p=+ q) < max{dp,dq} para todo p,q € Q[z]. Mostre que 6(p £ ¢q) = max{dp, dq}, sempre
que 0p # £dq. Dé um exemplo em que 6(p + q) < max{dp, dq}.

(3) Mostre que o produto ndo tem divisores de zero. Ou seja, se u e v sao dois polinémios em Q[z],
entdo u - v = 0 implica que u = 0 ou v = 0 (ou ambos, claro).

O conjunto dos polindémios, com as operagoes de soma e produto de polinémios, for-
mam assim um anel. Mais precisamente, o anel dos polindmios, Q[x], tem as seguintes
propriedades:

Proposigao 7.6. Sejam p,q,r € Q[z], polindmios arbitrdarios. Entao:
(1) A soma + € associativa, comutativa, tem elemento neutro 0, e todos os polindmios
tém simétrico. Ou seja,
p+a)+r=p+(+r), pta=q+p,
p+0=0+p=0, Vpdgq : p+gq=q+p=0.
5A equacio 6(p - q) = dp + §q ndo esta definida quando p = 0 (ou ¢ = 0). No entanto, podemos garantir a

sua validade para qualquer p, g, se adoptarmos a convengao de que 60 = —oo (e que —oo +n = —oo para
todo n € Np).
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(2) O produto - € associativo, comutativo e tem elemento neutro 1. Ou seja,
(p-q)-r=p-(qg-7), p-a=q-p

p-l=1-p=p.
(8) O produto é distributivo em relagao a soma, ou seja

p-(g+r)=p-q+p-r
(4) (“lei do corte”) Np # 0, temosp-q=p-r < q=r.

Note-se que as propriedades (1), (2) e (3) nesta Proposi¢ao, constituem precisamente
a definicdo de anel comutativo com identidade. Por outras palavras, um anel comutativo
com identidade é, por definicdo um conjunto munido de 2 operagoes, “+” (soma) e “”
(produto), que verifica todas as propriedades (1), (2) e (3).

As mesmas propriedades sdo validas para polindémios com coeficientes reais, ou seja
quaisquer p, q,r € R[x] verificam as propriedades acima.

Demonstra¢ao. A unica propriedade que nao tem demonstragao evidente é a propriedade
(4), chamada, por razoes evidentes, a lei do corte. Assim, as restantes sao deixadas ao
leitor. Naturalmente, uma vez que ¢ = r implica p- ¢ = p - r (mesmo que p seja nulo), s6
temos que ver o reciproco. Seja p um polinémio nao nulo, e vamos supor que p-q=1p-r.
Nesse caso, usando as propriedades (1) e (3), temos p- (¢ —r) = 0. No Exercicio 7.5(3) o
leitor verificou que u - v = 0, com u,v € Q[z], implica u = 0 ou v = 0. Assim, como por
hipotese p # 0, concluimos que ¢ —r = 0, ou seja ¢ = r. O

O exercicio seguinte ilustra a natureza especial da lei do corte. De facto, se consideras-
semos que os coeficientes dos polinémios eram classes de congruéncia médulo m, para um
certo m € N (por outras palavras, se tivéssemos polinémios em Z,,[x]) entao a lei do corte
j& nao seria valida.

Exercicio 7.7. De acordo com a nossa notagdo, um polinémio p(z) € Zp[z] escreve-se na forma
p(z) =ao+ a1z + -+ anz™ com a; € Zy, para i =0,--- ,n, sendo dp = n se an # 0.

(a) Mostre que, para polinémios em Z,[z], verificam-se todas as propriedades (1) a (3) da Proposigao
7.6 (sendo que, na soma e produto, os coeficientes verificam as regras aritméticas de Zn,).

(b) Dé um exemplo de um natural m € N, e de polinémios u(z),v(x) € Zn[z], tais que u,v nio séo
nulos, mas u - v = 0. (Assim, no Exercicio 7.5(3), néo se pode substuir Q[z] por Zm[z]).

Observagao 7.8. E facil ver que, no anel dos polinomios Q[z], bem como em R|z|, em geral,
nao existem inversos para o produto, tal como em Z. De facto, a menos que um polindémio
tenha grau zero, ele nao é invertivel.

Exercicio 7.9. Mostre que se p(x) tem um inverso ¢(z), entdo dp = dq = 0; ou seja, se p(z) - q(x) = 1,
entdo tanto p como g sdo constantes (e nao nulos).

Dados polinémios a(z), b(z) € Q[z] ndo nulos, podemos dividir um pelo outro, da mesma
forma que se faz com nimeros inteiros. Por outras palavras, o algoritmo da divisao, com
resto, pode aplicar-se de forma anéaloga.

7.2. Divisibilidade em Q[z].

Proposigao 7.10. Sejam a(z),b(z) € Q[z] dois polindmios, com b # 0. Entao, existem
polindmios q(x) e r(x), unicos, que verificam simultaneamente

(7.2) a(z) =b(z)q(z) +r(x), e Or <ob.

Definigao 7.11. Quando g e r sdo obtidos da forma indicada na Proposi¢ao 7.10, dizemos

que g é o quociente, e que 7 é o resto da divisao de a por b. Na equagao de divisao (7.2),
chamamos a a e a b, respectivamente, o divendendo ¢ o divisor.
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Demonstracao. A demonstracao faz-se da mesma forma que com a divisao de inteiros,
com divisor ndo nulo. A tunica novidade é o facto do grau de um polinémio substituir o
modulo (ou valor absoluto) do divisor. Assim, embora os coeficientes do resto possam ser
arbitrariamente grandes, o seu grau esté limitado pelo do divisor. O

Exemplo 7.12. Sejam a(z) = 323 — 222 + 42 — 3 o dividento e b(z) = 22 + 3z + 3 o
divisor. Vamos aplicar o algoritmo de divisao com resto:

323 — 222 + 42— 3 |2 +32+3
— (323 +92% + 92 +0) 3z —11

—112% — 52— 3
—(—1122 — 33z — 33)
28x + 30

Obtemos, assim, ¢(z) = 3z — 11 e r(z) = 28z 4+ 30. Como esperado dr = 1 < 2 = §b (os
coeficientes do resto podem ser, como neste caso, maiores que os de b(z), em modulo).

Exercicio 7.13. (1) Mostre que, se da < &b, entdo o quociente e o resto da divisdo de a por b sdo
g(x) =1 e r(z) = b(z), respectivamente.
(2) Numa divisdo com resto, a = bq + r, (b # 0) mostre que db + dq = da.

Em geral, o resto da divisdo de um polindémio por outro, é ndo nulo. Quando o resto
é zero, temos uma situacao especial, pois o dividendo decompde-se no produto do divisor
pelo quociente.

Definigao 7.14. Sejam a,b € Q[z]. Diz-se que b divide a, ou que b é um divisor de a,
ou ainda que a é um miltiplo de b, se o resto da divisdo de a por b é zero. Neste caso,
escrevemos bla.

Por outras palavras, o polinémio b(x) divide o polinémio a(x) se existe um outro poli-
nomio ¢(z) tal que a(z) = b(x)q(z).

Exemplo 7.15. Seja p(z) = m—; — 222 4+ 3z. Entdo, p(z) = Jz(2* — 42 +3) e (usando, por
exemplo, a formula resolvente das equagoes do segundo grau) ainda podemos factorizar p

na forma:

3

3 1
T 9224 % = Za(z—1)(z - 3).
5 x° + 5% 2:17(x )z — 3)
Assim, por exemplo, z e (z—1) dividem p(z), mas também temos —2(z—3) | p(z). Observe

que, em termos de divisores, uma constante multiplicativa nao nula é irrelevante.

Exercicio 7.16. Sejam p, q,r polinémios em Q[z].
(1) Mostre que 1|p para todo p.
(2) Prove que p| 0 para todo p.
(3) Prove que se p|q e p|r entdo p|(¢£r).
(4) Mostre que, se p|q, entdo ap|bg, para quaisquer constantes a,b € Q nao nulas.

Definigao 7.17. Seja p(z) = apz™ + -+ a1z + ag € Q[z]. Diz-se que p é ménico de grau
n>1, sea,=1.

Note-se que, para qualquer p(x) de grau n > 1 escrito na forma indicada, %p(az) é um
polinémio moénico, uma vez que a, # 0. Temos também as seguintes propriedades que se
deixam como exercicios.

Exercicio 7.18. (1) Prove que qualquer polinémio de grau n > 1 é o produto de uma constante (nio
nula) por um polinémio ménico (de grau n).

(2) Sejam p, g dois polinémios moénicos. Mostre que, se p|q e g|p, entdo p = g. Qual a relagao entre p e
q se plq e q|p, mas p e ¢ nao forem necessariamente monicos?
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Como vemos, as propriedades de divisibilidade sao, aparte a constante multiplicativa,
analogas as correspondentes propriedades dos inteiros. De facto, podemos definir maximo
divisor comum entre dois polinémios dados, e usar uma versao completamente analoga do
algoritmo de Euclides, para determina-lo. Também a identidade de Bézout se verifica.

7.3. O Algoritmo de Euclides para polinémios.

Definigao 7.19. Sejam dados polindémios a,b € Q[z] ndo nulos. Dizemos que d € Q|x]
¢ um maximo divisor comum entre a e b se d|a, d|b, e se qualquer outro ¢ € Q[z] com as
mesmas propriedades divide d, ou seja, se as condigoes c|a e c|b implicam c|d.

Uma pequena diferenca entre os casos de inteiros e de polinémios, é que um maximo
divisor comum nao é tnico. No entanto, basta restringirmos a nossa atencao a polinémios
monicos para recuperarmos a unicidade.

Proposigao 7.20. Dados polindmios a e b ndo nulos, exriste um unico mdrimo divisor
comum mdnico entre a e b.

Demonstragao. Sejam d e d’ méaximos divisores comuns de a e b. Entao d|d’ e d'|d por
definigdo. Como ambos d e d’ sdo monicos, entdo, pelo Exercicio 7.18(2) temos d' = d,
como queriamos mostrar. O

NOTAGAO Sendo a,b € Q[z] ndo nulos, o Gnico maximo divisor comum moénico entre a e
b é designado por mdcm(a, b).

Exemplo 7.21. Sejam a(z) = x* — 922 — 42 + 12 e b(x) = 2 + 522 + 22 — 8. Vamos
encontrar o maximo divisor comum monico entre a e b usando o algoritmo de Euclides.
Primeiro dividimos a por b, obtendo

ot — 922 — 4z + 12 = (v — 5) (2 + 52® + 22 — 8) + 14a? + 14x — 28.
Depois, dividimos x3 + 522 + 22 — 8 pelo resto 1422 4 142 — 28 = 14(x2 + 2 — 2), e obtemos

1

23 4 52?42 — 8 = ﬂ(x+4)'14(a:2+a:—2) =(@+4)(2*+r-2).

Como desta vez o resto é zero, e x2 + x — 2 é monico, temos mdem(a, b) = 22 + z — 2.

Tal como para inteiros, a identidade de Bézout é ainda valida para polinémios.

Teorema 7.22. Sejam dados polindmios a(x) e b(x) nao nulos. Se d(x) = mdcm(a,b)
entdo existem polindmios u(x) e v(x) tais que

d(z) = a(z) - u(x) + b(z) - v(z).
Além disso, nesta equagdo podemos tomar du < 0b e dv < da.

Demonstragio. A demonstragdo prossegue da mesma forma que no caso de niimeros intei-
ros. A tnica parte que fica por demonstrar é a existéncia de uma solucao que verifique
as desigualdades indicadas para os graus de u e v. Deixamos esta tarefa para a proxima
secgao, pois a interpretacao destas desigualdades ficara mais clara no contexto das funcoes
racionais. ]

Exemplo 7.23. Voltemos ao exemplo 7.21. Temos a(x) = (z — 5)b(x) + r(z), e r(z) =
14 - d(x) onde d(r) = mdem(a,b) = 22 + 2z — 2. Assim, podemos imediatamente escrever

a(x)  (5—x)-b(x)
d =
)= [V
aidentidade de Bézout pretendida. Note-se que §(&;) =0 < 6b =3 e d(%2) =1 < da = 4,
como previsto no Teorema 7.22.
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Definigao 7.24. Se dois polinémios nao nulos p,q € Q[z] tém 1 como maximo divisor
comum moénico, mdem(p, ¢) = 1, entdo dizem-se primos entre si.

Exercicio 7.25. Mostre que, tal como no caso dos ntimeros inteiros, a equacio
c=au+ bv

tem solugdo u, v € Q[x] se e s6 se ¢ é um multiplo de d = mdcm(a, b).
7.4. Factorizacao em Irredutiveis.

Exemplo 7.26. Voltemos ao caso p(x) = %3 —2z% 4+ 32 (Exemplo 7.15). Acima, factori-
zémos p na forma:
1
p(z) = 2% (x—1)(z —3).
E facil verificar que ndo ¢ possivel continuar a factorizar p(z). Isto motiva a definicio de
polinémio irredutivel.

Defini¢ao 7.27. Um polinémio p(x) = ag + a1z + - - - + a,z™ chama-se irredutivel se tem
grau positivo dp = n > 0, e os seus unicos divisores moénicos sao 1 e ip(m)

Os seguintes exercicios indicam nogoes equivalentes & de irredutibilidade, bem como as
primeiras propriedades elementares.

Exercicio 7.28. (1) Mostre que p € Q[z] ¢ irredutivel se e s6 se, sempre que factorizarmos p na forma
p = wv, para certos u, v € Q[z], entdao du = 0 ou v = 0.

(2) Mostre que um polinémio p € Q[z], de grau n, é irredutivel se e s6 se tem apenas divisores de grau
0en.

(3) Prove que qualquer polinémio de grau 1 é irredutivel.

(4) Dé um exemplo de um polinémio irredutivel de grau superior a um (veja-se também a proxima
subsecgao).

O leitor terd reparado na analogia entre a nogao de polinémio irredutivel e o conceito
de nimero primo. Isto ndo é uma simples coincidéncia, pois da mesma forma que qual-
quer numero natural maior que 1 se pode escrever como produto de primos (o teorema
fundamental da aritmética) qualquer polinémio nao constante se escreve como produto de
irredutiveis.

Teorema 7.29. (“Teorema Fundamental da Aritmética” para Polindmios - versao sim-
ples). Qualquer polinémio p € Q[z] de grau n > 0 pode se escrever na forma:

p(x) = epi(x) - pm(),
onde p1,- -+ ,Pm SG0 polindmios monicos irredutiveis, e ¢ € Q. Esta factorizagdo € unica a
menos de troca dos factores.

2

Demonstracao. A demonstracdo é analoga & do teorema fundamental da aritmética dos
naturais, e faz-se por indugao. A existéncia da factorizacao é consequéncia do algoritmo de
Euclides. Se p é irredutivel, entao a factorizacao pretendida é o produto de uma constante
por um polindémio monico irredutivel, ou seja, simplesmente p(z) = a, - ainp(x) Se p(x)
nao ¢ irredutivel, entdo p tem grau maior que 1 (pelo Exercicio 7.28(2)) e tem divisores
de grau positivo: p = uv onde du > 0 e dv > 0, com du + dv = dp, pelo Exercicio 7.5(1).
Assim, como du < dp, por indugdo no grau, vemos que todos os polinémios possuem uma
decomposicao em irredutiveis. A unicidade da decomposicao, a menos de reordenacao dos
factores, é deixada ao leitor. O

Em vista destes resultados, duas perguntas naturais sdo: Como caracterizar os polin6-
mios irredutiveis? Ja sabemos que um polinémio de grau 1 é irredutivel. Mas, se 0 nosso
polinémio tem grau superior, como obter a sua decomposi¢ao em irredutiveis?
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Ao contrario da teoria desenvolvida até aqui, as respostas a estas perguntas dependem
do conjunto onde “vivem” os coeficientes. Por exemplo, a resposta em Q[z] é diferente da
resposta em R[z]. De facto, as respostas mais simples verificam-se no anel Clz], ou seja,
para polinémios com coeficientes que sao nameros compleros. Esta é precisamente uma
das fortes razoes para estudar o corpo dos numeros complexos. O teorema fundamental da
algebra, diz-nos precisamente que qualquer polinémio de grau n com coeficientes complexos
tem precisamentre n factores irredutiveis (podem ser repetidos), cada um dos quais é um
polinémio de grau 1. No caso de coeficientes reais (e complexos, claro!), a forma mais 1til
de entender a factorizagao em irredutiveis é usando o conceito de raiz de um polinémio
p(z).

Por outro lado, como estamos interessados na aplicagdo da teoria dos polindomios e fun-
¢Oes racionais & combinatoria, onde os coeficientes que surgem sao naturalmente racionais,
ou reais, deixamos um estudo detalhado destas questoes para o Apéndice, e vamos agora
abordar as fungoes racionais.

7.5. Fungoes Racionais. Vamos agora considerar as fungdes mais simples a seguir aos
polinémios. Doravante, todos os polinémios tém coeficientes reais, a menos que o contrario
seja expressamente indicado.

Definig¢ao 7.30. Uma func3o racional é o quociente de dois polinémios em que o denomi-
nador nao é o polinémio nulo. Assim, uma funcao racional é da forma

_q(2)
fle) = ()
onde p,q € R[z] e ¢ > 0.

Observagao 7.31. Note-se que f nao define unicamente p e ¢, pois podemos multiplicar p
e ¢ pelo mesmo polindémio nao nulo, obtendo a mesma fungao racional. Assim, sem perda
de generalidade, e salvo expressa mencao em contrério, assumiremos sempre que f € uma
fraccao escrita em forma irredutivel, ou seja, p e q sao polindmios primos entre si.

Em contraste com os polinémios, as fungoes racionais sdo invertiveis, com a excepcao
da func@o nula (identicamente igual a zero).

Exercicio 7.32. (1) Mostre que uma fungéo racional f = ¢/p (na forma reduzida) ¢ um polinémio se
e s6 se op = 0.

(2) Mostre que qualquer fungao racional tem um inverso, excepto a func@o nula. Mais precisamente,
prove que, se f # 0 é uma fungao racional, entao existe outra fungao racional, tnica, g(z) tal que f(x)g(x) =
1.

2

Defini¢ao 7.33. Uma fun¢do racional prépria é uma funcao racional ¢(x)/p(z) em que
8q < 0p. Uma funcido racional simples ¢ uma funcio racional propria da forma ¢(z)/p(z)*,
para certo k € N e p(z) irredutivel monico. Por vezes, usam-se também as expressoes
fraccao propria e fracgdo simples, respectivamente.

Exercicio 7.34. Mostre que, se fi(z) e f2(z) sdo fungdes racionais proprias, entdo fi(x)fa(x) e fi(z) £
f2(z) também sdo fungdes racionais proprias.

As fungoes racionais podem decompor-se usando o algoritmo de divisao dos polinémios.

Proposigao 7.35. Qualquer funcdo racional se pode escrever como a soma de um polind-

mio e de uma fung¢ao racional préopria. Mais precisamente, seja f(x) uma fungao racional.

Entao existem polinomios a,b,c € Rzx] tais que f(z) = a(z) + % e verificando §b < dc.

Demonstracao. Esta demonstragdo é uma aplicagao directa do algoritmo de divisao de

polinémios. Seja f(z) = %, escrito na forma reduzida. Se f é propria, ndo temos nada
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a mostrar (uma vez que serve a = 0, b = ¢, ¢ = p). No caso contrario dq > Jp, pelo que,
dividindo ¢ por p, obtemos

q(z) = p(z)a(z) + b(z),
com 0b < dp. Logo

a—+b b
f = g - P =a+ ™
p p p
que é a expressao pretendida, se pusermos ¢ = p. O

Um resultado muito importante, que permite a simplificagdo de muitos problemas que
envolvem fungGes racionais é o da decomposicao em fracgoes simples. Um dos casos mais
uteis de aplicag@ao deste resultado, pode ser escrito na seguinte forma.

Proposigao 7.36. Seja f(x) = % uma fungao racional propria e seja p(x) = p1(x) p2(x)

uma factorizagao do denominador em factores primos entre si, ou seja
mdem(p, p2) = 1.
Entao podemos escrever f(x) como soma de fungoes racionais proprias
a(@)  q(z)
flx) = + -
pi(z)  pa(x)
Desta forma, temos 6(q;) < 6(p;) para i =1,2.

Demonstracao. Como pp e pg sdo primos entre si, aplicando a identidade de Bézout, existem
polinémios u e v tais que

(7.3) vp1 + upy = q.

Dividindo por p = p1p2 obtemos uma soma de fungoes racionais:

U v
(7.4) A S
p  pip2 p1 P2
A partida, dado que as solucoes da identidade de Bézout nio sdo tnicas, ndo podemos
garantir que -+ ou -% sdo proprias. Vamos supor que du > dp1, e vamos entdo dividir u

p1 P2
por p1, de modo a obter uma funcéo racional propria. Escrevemos u = p; - s + r onde o

resto r(z) verifica 6r < dp;. Substituindo u por r obtemos

U v U v uU—p1-S v+py-s r V+p2-S
R AP L A LS
P P2 N y2) b1 P2 p1 P2
Desta forma, considerando ¢y := 7, g2 := v + pg - s temos que r/p; é uma fungao racional

propria, pois r < dpy, € como

©_4 @
p2 P pr
o exercicio 7.34 mostra que ¢a/p2 também é propria. O

Por indugao, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 7.37. Seja p(z) = cpy(x)* - p.(z)* a decomposicio do polinémio p € R[]

(nao nulo) em factores irredutiveis. Entao, qualquer funcao racional propria, tendo p como
denominador, se escreve como

(LTS
P py Ppr

onde todas as fracgées do lado direito sao simples (em particular, 6q; < (5(pfi) = k;0p; para
todoi=1,---,r).
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Exemplo 7.38. Vamos representar em fragoes simples a seguinte fungao:

22
1@ = wEroe 32
De acordo com o teorema, temos:
z? ar+b cx+d (az +b)(x — 3)% + (cx + d) (2% +9)

@+ —3° 249 @—372 (@ +9)(x —3)?
Desenvolvendo o numerador, obtemos:

2% = az® — 6az® 4+ 9ax + bz — 6bx + 9b + (ca® + dz® + 9cx + 9d)

e igualando os coeficientes de todos os graus, temos entao:
at+c = 0
—6a+b+d = 1
9a —6b+9c = 0

9%+9d = 0,
o que, apos alguns calculos, nos fornece a solugdo tnica: ¢ = —a = % eb=d =0, de onde:
_Z Z
f(@) St

2249 (z—-3)3
Este estudo das funcoes racionais pode ser resumido, com o que mostramos até aqui, da
seguinte forma: Qualquer fun¢éo racional é a soma de um polinémio com uma funcao
racional propria. Qualquer funcdo racional propria se pode escrever como a soma de
fracgoes simples.

No entanto, para podermos aplicar convenientemente o método das fracgoes simples
a vérios problemas concretos, tanto em combinatéria, como na determinagao de primiti-
vas, como na resolugao de equagoes diferenciais, precisamos de saber desenvolver fracgoes
simples em séries de poténcias na variavel x. Para isso, introduzimos a nog¢ao de série
formal.

8. SERIES FORMAIS E FUNCOES GERADORAS

Nesta seccao, estuda-se uma generalizacao dos polinémios que, de certa forma, se podem
pensar como polinémios infinitos.

Comegamos por dar um exemplo, de enorme importancia, o exemplo da série geométrica.
E bem sabido que, para qualquer nimero real x # 1, temos a igualdade:

1— $n+l
l+x4+--+2" =
1—2z

Se, além disso, |x|<1, sabemos que 2" tende para zero, quando n tende a infinito. Assim,

podemos escrever

1
1—=x

o0
=l+a+oda" =Y 2" 2] <1
n=0

Nestas notas, nao estamos interessados nas propriedades de convergéncia de uma dada
série, e consideramos x como uma mera variavel formal. Assim, vamos considerar expres-
soes da forma

o0
ao + a1z + agx® + - = E ap 2",
n=0
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onde os coeficientes a,, sdo em geral, nimeros racionais, mas podem igualmente ser reais ou
complexos. Esta expressao chama-se uma série formal, mas também a “fungdo geradora”
dos nimeros a,.

Definigao 8.1. Uma série formal (de coeficientes racionais) ¢ uma expressao da forma
ap + a1x + asx® + - =30 yap ", com a, € Q. Por vezes, escrevemos

o
a(x) = ap + a1z + asx® + - - - :Zanx"

para referir uma série formal. Note-se que, no entanto, ndo estamos a dar a a(z) nenhuma
interpretacao como funcao da variavel x.

Tal como os polinémios, as séries formais podem somar-se e multiplicar-se, usando regras
idénticas as desse caso.

Definigao 8.2. Sejam a(z) =37, a;zd, e b(x) = S 1 bpx® duas séries formais. Temos
[e.e]

(a+b)(x) = Z(aj +bj)a’

J=0

00 k
(a-b)(z) = Z cpa®, ck = Zajbk_j.
k=0 =0

Tal como no caso dos polinémios, temos um elemento neutro para a soma, a série nula,
e um elemento neutro para a multiplicacdo, que é a série 1 = 1 4 0z + 022 4 - - -.
Temos o seguinte critério para a invertibilidade de uma série.

Proposicao 8.3. Seja a(x) = Z?:o ajxj uma série formal. Entdo a tem inverso se e s
se ag # 0.

Demonstracao. ... ]

Exercicio 8.4. Mostre que o produto de séries formais nao tem divisores de zero. Ou seja,
se u e v sao séries formais, entdo w - v = 0 implica que u = 0 ou v = 0 (ou ambos, claro).

A teoria das séries formais é vasta e apenas podemos indicar algumas das suas caracte-
risticas. Em particular, estando interessados em aplicagoes a combinatoéria (e da mesma
forma para a primitiva¢ao ou resolucao de equagoes diferenciais), as séries formais que nos
interessam s&o as que correspondem & expansao em série de func¢oes racionais

8.1. Séries formais de funcoes racionais. A série geométrica é de grande importancia
pelo facto de que muitas outras séries se podem deduzir dela por operagoes algébricas
simples. Assim, temos, por exemplo:

Exemplo 8.5.

1 1 1 1 —1)"
s = i = bt = (- =, G
° ﬁ Zn o(4$ )t =24 o

O nosso objectivo aqui serd o de obter desenvolvimento em série de qualquer fungao
racional. Uma vez que qualquer fun¢@o racional é a soma de um polinémio com uma
sequéncia finita de fracgoes simples, vamos concentrar-nos neste caso.

Teorema 8.6. Considere-se a frac¢ao simples f(x) = ﬁ com p(x) = (1 —x)". Entao, é

vdalido o desenvolvimento
(k+n—1
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Demonstragio. Note-se que o coeficiente de z* é o nimero de formas de distribuir & bolas
iguais por n caixas diferentes. Vamos usar a série de Taylor: O

O seguinte enunciado resume o essencial dos resultados das duas tltimas secgoes.

Teorema 8.7. Qualquer fun¢do racional € a soma de um polindmio com uma funcao raci-
onal propria. Qualquer fungao racional prépria se pode escrever como a soma de fracgoes
simples. Qualquer fraccao simples se pode desenvolver em série usando a série geométrica,
e as suas derivadas.

9. FUNCOES GERADORAS EM COMBINATORIA

9.1. Sucessoes definidas por recorréncia. Uma sequéncia de nimeros inteiros {uy, fnen
diz-se que é definida por recorréncia se temos uma férmula para u, que envolve os termos
anteriores u,_1, U,_o etc.
Vamos concentrar-nos nas sequéncias lineares, isto é, nas recorréncias da forma:
Un+k = F(uTw Up+4+1y° 7un+k2—1)7

onde F' é uma fungao linear das suas k variaveis, para certo k € N.

9.2. Um exemplo: a sucessao de Fibonacci. Consideremos a sequéncia dos inteiros
de Fibonacci Fy, Fy, Fo, - - -, definida por

FQZO, Flzl, Fn+2:Fn+1+Fn, TLZO

Vamos combinar a teoria das fungoes geradoras com o método das fracgdes simples para
encontrar uma férmula para o termo geral F,,. Seja:

f(:l?) :ZFnZEn :F0+F1$+F2:E2—|—
n=0
a fungao geradora da sucessao de Fibonacci. O primeiro passo é encontrar fungdes geradoras
para F,, 41 e para Fj,;2, os outros termos envolvidos na equagao de recorréncia. Temos:

f(a:)—Fozf(x):x(Fl+F2x+~'+Fn+1x”+---):a:ZFnHa:",
n=0

ou seja:
S By o = flz)
x
n=0

Da mesma forma,

f(x)—FO—F1:1::x2(F2+F3:L"—|—---+Fn+2:17"+---):$2ZFn+2x",
n=0

pelo que concluimos,

S Py = =R =Bz _ )=
n=0

O segundo passo consiste em usar relagdo de recorréncia F,,+o = F,,4+1 + F, para obter
uma relacao algébrica para a funcao f, isto é:

r)—T
T 28 S Fvoa™ = Y (B 4 B = 3 Fur a4 Y B a” =
n=0 n=0 n=0

n=0

IO .

X
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De facto, podemos agora escrever f(z) como uma fungao racional propria:

fl@)—x _ f(z) 2
= T = z)—x=xf(zx)+z°f(x & r)=———.
V=T ), e @) -r=af@) ), s f@) = s
Desta forma, podemos aplicar o método das frac¢Ges simples, o terceiro passo. Para
isso, comecamos por factorizar o denominador 1 — z — z2. Pela formula resolvente:

_—1+V5 _—1-V6

our=v.=——,
2 2

X

—2?—z4+1=0 o z=pu
obtemos (usando pv = —1):
1—x—x2=—<x—u><x—u>=<1—§><uw+1>=<1—¢x><1+§>.

Como veremos, a tltima factorizagdo resulta ser mais conveniente, onde considerdmos o
famoso nimero de ouro:
1 1+V5
(Zs = — = —UV = .
o 2
Assim, chegamos ao quarto passo, que consiste em aplicar o método das fracgoes simples,
para escrever:

B T B T A B
f(x)_l—x—ﬁ_ (1—-oz)1+%) _1—¢x+1+§'

Os valores de A e B sao determinados por
A+ %) + B(1— ¢z) =z,

de onde concluimos que A+ B =0 e que Aé — B¢ =1, pelo que A(¢+ %) =A(p+u) =1,

ou seja
1 1
A=— B=-——.
G V5
O quinto passo é escrever as frac¢oes simples novamente em termos de séries usando a série
geométrica (e as suas derivadas, caso fosse necessario). Temos, assim:

e e 1 1 1
)= 78— - B = -

:1—¢x_1—|—,u:£ V5 1—¢x_1—|—%

1 T A
-5 (T -3 -

n=0 n=0
PRI CR R
n=0

Finalmente, por comparagao com a série inicial f(z) = ) _, F, 2", obtemos a férmula

desejada
1
F,=—(¢" —(—¢)™").
= @ = o™
Teorema 9.1. Seja u, uma sucessao definida por recorréncia linear homogénea. Entao a
respectiva func¢ao geradora € uma funcao racional.

O que podemos dizer sobre recorréncias lineares nao homogéneas?

Teorema 9.2. Seja u, uma sucessao definida por recorréncia linear nao homogénea, com
termo ndo homogéneo a,. Se ) a,x™ € uma fun¢do racional, entdo a fungao geradora
f(x) para a sequéncia u, € também uma funcio racional. Além disso, se Yy, anx™ €
propria, f(x) também € propria.
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Exemplo 9.3. Considere a recorréncia nao homogénea
(="
2n
Vamos encontrar uma féormula para o termo geral. Seja f(z) = >_,_,an2z™ a funcao

geradora. Entao

An+1 = 3apn + ,n>0; ag=2.

f(x)—ao _ f(l’)—2 Zan+1$n 1 ( 1)”3}”.

xT xT

Assim, temos

f(z)—2 1 x 2 1 x
_— = —2— = =
x 3@tz © f(w)=2=3zf(x) itz = T = T Ty
Decompondo em fracgoes simples, temos:
2 2 2
7 7

A P I T
9.3. Fungoes geradoras em combinatoéria. O uso de fungoes geradoras em combinato-
ria permite sistematizar muitas técnicas de contagem que vimos anteriormente. De facto,
o nimero de escolhas de k elementos de um n-conjunto, com e sem repeti¢ao, com e sem
ordem, é um determinado coeficiente de uma funcao geradora.
Por exemplo, o nimero de maneiras de escolher k elementos (sem repeti¢ao e sem ordem)
de um n-conjunto é o coeficiente de z* na funcdo (polinomial):

n
14+2)" = Z <n> z*.
k=0 k
Por outro lado, como observamos no Teorema 8.6, o ntimero de formas de escolher k
elementos sem ordem, mas com possivel repeticao, de um n-conjunto é o coeficiente de z*

1 — (k+n—1
—_— = g zF.
(I—2x)" k
k=0
Outras fungoes geradoras também se podem encontrar facilmente. Por exemplo, vamos
supor que, de uma caixa de 36 bolas de golf, pretendermos retirar bolas, mas apenas em

multiplos de 4 bolas. A funcdo geradora é entdo:

da funcao:

1_1,40

1—at’
porque ha 1 maneira de escolher 0 bolas, 0 maneiras de escolher 1,2 ou 3 bolas, 1 forma
de escolher 4 bolas, etc.
Até agora, parece que nao se ganhou nada em particular com a consideragao de funcgoes
geradoras, pois estes nimeros combinatoérios, ja tinham sido obtidos por outros métodos.
No entanto, iremos ilustrar o método das func¢oes geradoras, que é especialmente vantajoso

1+at+2% 4. 4270 =

em duas situagoes:

(1) quando se pretende saber, ndo apenas um nimero combinatério em particular, mas
uma sucessao de nimeros combinatérios que dependem de parémetros.

(2) quando se supoe que estamos a escolher elementos de um conjunto potencialmente
infinito.

Exemplo 9.4. Vamos supor que temos um conjunto ilimitado de magas, laranjas, bananas,
e peras. De quantas formas podemos compor uma cesta com k frutas, obedecendo as
seguintes regras:

e O numero de macas deve ser par e o nimero de bananas deve ser miltiplo de 5;
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e Nao pode haver mais que 4 laranjas, nem mais que uma pera;

Este problema pode ser resolvido porque as escolhas dos vérios tipos de frutas sao indepen-
dentes. Desta forma, a fungao geradora para as k escolhas, f(z), é o produto das fungoes
geradoras para as vérias escolhas:

1
m(r) = 1+22+2% +- =1
1
bz) = 14+2°+20+. -
l(a) = 1+$+x2+w3+w4—11__3;5
p(x) = 1+uz,
Assim, temos:
f(x) = m(z)b(x)l(x)p(x) = 1 1 1-—2° (1 4o) = 14+ o

1—221—-2°1—2x
Escrevendo a respectiva série, temos:

)= (’”2_ 1> =3 (ko 1)t

k=0 k=0
Conclusao: o ntmero de maneiras de colocar k frutas na cesta, obedecendo as regras é
E+1!

(1-2)2(1+2) (1—z)2

9.4. Distribuicoes de bolas em caixas diferentes. Anteriormente vimos a forma de
contar escolhas com e sem repeticdo, com e sem ordem. Agora, vamos considerar um
modelo semelhante, mas em que temos bolas, iguais ou diferentes, e vamos distribui-las
por caixas diferentes (ou caixas etiquetadas). O caso em que as caixas sao iguais sera visto
na proéxima secgao.

A seguinte tabela resume a situagdo quando temos escolhas de k elementos de um n-
conjunto, ou distribuimos k bolas por n caixas diferentes.

‘ Escolha de k elementos de um n-conjunto ‘ k bolas em n caixas # ‘ fungoes f : ‘
‘ ¢/ ordem & s/ rep. ‘ (n”—'k), ‘ bolas #, caixas pequenas ‘ mJectlvas ‘
‘ s/ ordem & s/ rep. ‘ (2) ‘ bolas =, caixas pequenas ‘ inject. / permut. ‘
‘ ¢/ ordem & ¢/ rep. ‘ n* ‘ bolas #, caixas grandes ‘ todas ‘
‘ s/ ordem & c/ rep. ‘ (" 1‘”“ "ni‘;k ‘ bolas =, caixas grandes ‘ todas / permut. ‘
‘ ¢/ ordem, todos (c/rep.) ‘ n! S(k, n) ‘ bolas #, caixas # @& ‘ SObI‘Q]GCth&S ‘
‘ s/ ordem, todos (c/rep.) ‘ (flj) ‘ bolas =, caixas # & ‘ sobrej. / permut. ‘

Os numeros de Stirling (de segunda espécie) S(k,n) representam as partigoes de um
k-conjunto em n partes nao vazias.

9.5. Distribuicoes de bolas por caixas iguais e partigcoes. A consideracao de distri-
buigoes de bolas (iguais ou diferentes) em caixas iguais pode ser mais facilmente entendida
com o conceito de particoes de conjuntos, ou de niimeros naturais.
Consideremos o nimero, p(k,n) de partigdes de um ntimero natural k& em n partes. Por
exemplo,
5=34+2, 5=4+1,

s@o as unicas formas de escrever 5 como soma de 2 naturais, pelo que p(5,2) = 2.
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10. PERMUTAGOES E SIMETRIAS
Seja n € N.

Definigao 10.1. Uma permutagao de n elementos, é uma bijecgao do conjunto [n]. Por
outras palavras, é uma funcdo o : [n] — [n] que é bijectiva: injectiva e sobrejectiva.

Notagao: O conjunto das permutagoes de n elementos designa-se por S,. A permutagao
o € S, que envia i € [n] em (i) € [n], indica-se da seguinte forma:

o 1 2 ... n
~\o(l) o@2) - a(n)
Como sao fungoes definidas no mesmo conjunto, as permutagdes podem compor-se da

mesma forma que as fungoes. Por outro lado, como sao fungoes bijectivas, qualquer per-
mutacdo tem um inverso, dado pela correspondente fungao inversa.

Exemp1010.2.ParanzG,sejaHT:<1 2345 6>ep:<1 2345 6).

Entao podemos compor as permutagoes p e m da seguinte forma

Definigao 10.3. Um grupo (finito) é um conjunto G onde existe uma operagao (pensada
como sendo uma multiplica¢@o) associativa, um elemento neutro, e todos os elementos tém
inverso. Por outras palavras, se g, h,j € G entdo a multiplicacdo g - h € G verifica:
°(g-h)-j=g-(h]),
e g-e=¢e-g=g,onde e € G é o elemento neutro,
eJdgleGtalqueg-gt=g1 g=ce.
Exemplo 10.4. O conjunto dos niimeros reais nao nulos é um grupo. Qualquer espago
vectorial é um grupo, com a operagao de soma de vectores a fazer o papel da operacao -
(nestes dois casos até temos a comutatividade z-y = y-z). Um exemplo de grupo que nao
é comutativo é o grupo das matrizes 2 X 2 que sao invertiveis. Outro exemplo é o conjunto
das permutagoes de n > 2 elementos, com a operacao de composigao.

Dado um grupo finito G e um seu subgrupo H, podemos considerar o conjunto das
classes de equivaléncia por translacgao. Seja

G/H :=G/ ~,
onde a relagao de equivaléncia é dada por x ~ y se e s6 se existe h € H tal que y = h - x.

Proposicao 10.5. Teorema de Lagrange Seja G um grupo e H C G um subgrupo. Entao

|G/H| = |G|/|H|.
Demonstracao. Consideremos a aplicaca natural de G nas classes de equivaléncia
m:G — G/H
9 — g,

onde [g] designa a classe de equivaléncia a que pertence g € G. Esta aplicagdo é sobre-
jectiva, por defini¢ao de G/H. Assim |G/H| < |G| é finita. Por outro lado, G é a unido
disjunta das classes de equivaléncia, e todas estas classes tém o mesmo nimero de elementos
que H. Assim, |G| =} cq/p [H| = [H| - |G/H|. O
Definigao 10.6. Uma acgao de um grupo finito G' num conjunto finito X é uma aplicagao:

Pv:GxX — X
(9,2) — g-x
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Terminologia Quando temos uma ac¢ao de G em X também dizemos que X é um G-
conjunto.

As seguintes nogoes sdo também muito uteis.

Definigao 10.7. Seja X um G-conjunto e x € X. O subgrupo de isotropia (ou subgrupo
estabilizador) de x é o subgrupo:

Gy ={9€G:g-x=uzx}
A 6rbita de x € X é o subconjunto de X:
G-z:={g-z:9eG}
Por outras palavras, uma orbita da acgdo de G em X é uma classe de equivaléncia da
seguinte relagao:
T~y sse dgeG :g-x=y

Desta forma, quando temos um G-conjunto X, temos, de forma natural uma decomposi¢ao
de X nas suas Orbitas disjuntas.

Proposicao 10.8. Seja G um grupo finito que actua no conjunto finito X. Temos:
G| =[G - x| - |Gal,
para todo o x € X.
Demonstragao. Fixando x € X considere-se a aplicagao érbita:
G — G-z
g — g-zx.
Entao ¢, é sobrejectiva, e induz uma aplica¢ao nas classes de equivaléncia G/G, — G - x.

Esta dltima é bijectiva, como se pode verificar. Assim, como G, C G é um subgrupo, pelo

teorema de Lagrange, |G/G.| = |G|/|G.| = |G - x|. O
Vamos agora estudar o problema de calcular o nimero de érbitas de um G-conjunto X.

Definigao 10.9. O espago das oOrbitas é o conjunto das classes de equivaléncia da accao
de G em X e denota-se por X/G. Dado g € G, o subconjunto fixo por g é:

XV ={zxeX:g-z=x}CX.

Teorema 10.10. [Cauchy-Frobenius-Burnside| Seja G um grupo finito e X um G-conjunto
finito. Entao:

1
X/Gl = = 3 |x9]
G| 4=
Demonstrag¢ao. Vamos calcular o nimero e | X9| usando a Proposigao anterior:

Y IX={(gr) eGx X g ax=a}|= |G| =

geG zeX

1
= G _— =
| ’xzex |G - x|
Z Z 1

a€X/Grea
=Gl > 1=1G]-1x/G|.
aeX/G

como pretendido. O



Matematica Discreta 65

Exemplo 10.11. O ntmero de érbitas da acgdo de rotagdo num octaedro colocado na
vertical é 3. Verifiquemos que este nimero é obtido pela féormula acima.

Proposicao 10.12. Se X é um G-conjunto finito, entdo o conjunto das fungoes de X em
Y = [m] é também um G-conjunto, com a ac¢ao:

(g-f)x)=f(g7"-z) VxeX.
Demonstracao. ... O

Teorema 10.13. Seja ¢ = ¢, 0o nimero de ciclos da permutagio o : [n] — [n], e F7 C
Func([n],Y) o conjunto das fungoes fizas por o. Entao:
|7 = Y%
Demonstrag¢ao. Vamos escrever
0 =0100920"--00,,

onde cada o; é um ciclo (i = 1,--- ,¢). Entao f € F7 (ie, f é uma fungdo invariante por
o) se e sO se para quaisquer z, 2’ € [n] que estejam no mesmo ciclo o;, temos f(z) = f(2').
Isto corresponde a escolher um valor de Y para cada um dos ciclos de 0. Como estas
escolhas sao independentes e ha ¢ ciclos, o ntimero destas escolhas é |Y|°. O

Exemplo 10.14. Quantas sdo as maneiras de colorir as faces de um cubo com 3 cores?
Resposta: 57.
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Parte 3. GRAFOS
11. GRAFOS E MATRIZES

Um grafo é, intuitivamente, um conjunto de pontos, chamados vértices, ligados por li-
nhas, chamadas arestas. Os grafos constituem um conceito matematico importante no
estudo das estruturas de comunicagao, tais como estradas que ligam cidades, redes neuro-
nais, redes de computadores, ou ainda redes sociais baseadas na internet.

Existem varios tipos de grafos, consoante a natureza das ligagoes entre vértices. Se as
ligacbes sao orientadas, falamos de grafos dirigidos, ou orientados. Caso contrario falamos
de grafos nao dirigidos.

Alguns exemplos de grafos sao:

. colocar imagens ...

11.1. Grafos e as matrizes correspondentes.

Definicao 11.1. Um grafo (finito) é um par G = (Vg, Ag) dado por um conjunto de
vértices Vi e um conjunto de arestas (ou ligagoes) Ag (que s@o conjuntos finitos), e em
que Ag é formado por pares (ndo ordenados) de elementos distintos de V. Assim, cada
aresta a € Ag é composta por dois vértices a = {v,w}, com v # w € Vi, e ndao ha duas
arestas com os mesmos dois elementos.

Terminologia: Quando G esta implicito, escrevemos simplesmente V' e A para os conjun-
tos de vértices e arestas de G. Quando a = {v,w} € A dizemos que v e w sdo
vértices incidentes em a, ou que v e w sao o0s extremos de a; da mesma forma,
dizemos que a incide em v e em w. Sempre que v,w € V sao dois vértices
unidos por uma aresta (ou seja, v,w € a para certo a € A) dizemos também
que v e w sdo adjacentes.

Exemplo 11.2. Vejamos alguns exemplos de grafos. Seja n € N.

e Se G tem n vértices, e nao tem arestas (ou seja |[V| =n e F = &) temos um grafo
totalmente desconexo em n vértices. Assim, um destes grafos é simplesmente um
conjunto finito.

e Se GG tem n vértices, e tem uma aresta entre cada par de vértices distintos, entao
G chama-se o grafo completo de n vértices, e denota-se por K,. Este é um grafo
simples com (g) arestas.

e O grafo P, com n vértices, numerados de 1 a n, e com arestas ai,--- ,a,—1 de
tal forma que v¥(a;) = {i,i + 1} é chamado o grafo caminho de n vértices (ou de
tamanho n — 1), uma vez que a; liga o vértice i ao vértice ¢ + 1 e ndo ha mais

arestas.
e O grafo C,, com n vértices, numerados de 1 a n, e com arestas ai,--- ,a, de tal
forma que a; liga o vértice ¢ ao vértice i+ 1, para¢=1,--- ,n—1 e a, liga o vértice

n ao vértice 1, chama-se o grafo ciclo de tamanho n.
Ha varias quantidades importantes a reter quando temos um grafo.

Definicao 11.3. Sendo G = (V, A), a ordem de G & o ntimero de vértices |V, e o tamanho
de G é o namero de arestas |A.

Como mencionado acima, hé bastantes varia¢oes na definicdo de grafo. Em particular,
podemos considerar grafos com arestas que incidem apenas num vértice.

Definigao 11.4. Um pseudo-grafo (finito) é um par G = (V, A) sendo V o conjunto de
vértices V e A o de arestas (conjuntos finitos), mas onde os elementos a € A ou sao arestas,
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como anteriormente, ou sao lacetes. Um lacete é um elemento a € A da forma a = {v},
para algum v € V. Assim, o lacete é um tipo de ligacao do vértice v consigo proprio. Neste
caso, dizemos que a incide duplamente em v, ou que v é um extremo duplo de a € A.

Observagio 11.5. Nos pseudo-grafos admitimos apenas uma aresta entre cada par de vér-
tices diferentes, ou um lacete, no méaximo, para cada vértice. Podemos também permitir
varias ligagOes diferentes entre os mesmos vértices ou varios lacetes num dado vértice, o
que levaria a nogoes ainda mais gerais, que serao mencionadas no capitulo...

Naturalmente um grafo é um pseudo-grafo sem lacetes. Quando se trabalha com frequén-
cia com pseudo-grafos, os grafos da Defini¢ao 11.1 sdo chamados de grafos simples, para os
distinguir. Como estudamos essencialmente os grafos da Definigao 11.1, omitiremos, em
geral, o adjectivo simples.

Para cada vértice v € V podemos considerar o niimero de arestas que nele incidem.

Definigao 11.6. Seja G um grafo, e v um dos seus vértices. O grau de v € V', denotado
por d, é o nimero de arestas que incidem nele:

dy :={a € A: veEa}|

No caso de v ter um lacete a € A (apenas para um pseudo-grafo), este deve ser contado
duas vezes. Se G tem todos os vértices do mesmo grau k, dizemos que G é k-regular.

Exemplo 11.7. Se G = K,, o grafo completo de ordem n, temos que cada vértice é
adjacente a todos os outros, pelo que d, = n — 1 para todos os vértices v € K,. Desta
forma K, é (n — 1)-regular. Um grafo ciclo é 2-regular para qualquer nimero de vértices.

Embora a representagao grafica dos grafos numa folha de papel ou num quadro seja
extremamente util para raciocinar sobre grafos, as seguintes ferramentas algébricas sao
também muito utilizadas.

Definigao 11.8. Seja G um grafo (ou pseudo-grafo). A Matriz de Incidéncia de G é a
matriz M = Mg com n = |V| linhas e m = |A| colunas, cuja entrada na linha ¢ e coluna
J, correspondente ao vértice v; e & aresta a;, ¢ dada por

1, a; incide em v;
M;; =<0, a; nao incide em v;, i€n], jem]
2, a; € lacete em v;

(naturalmente, a terceira opgao sé ocorre em pseudo-grafos que nao sao grafos). A Matriz
de Adjacéncia de G é uma matriz quadrada @ = Q¢, simétrica, com n = |V| linhas e n
colunas, cuja entrada i,j é dada por

0 {1, v; e v; sao adjacentes 0, wv; nao tem lacete
ij =

9 parai#j, € Qu:{

0, w; e v; nao sao adjacentes 2, wv; tem lacete

(como antes, a terceira opgao so interessa em pseudo-grafos). Finalmente, a Matriz de
Valéncia (ou Matriz de Grau) ¢ a matriz quadrada diagonal D = D¢, com n linhas e
colunas, dada por

Duzdvz (e Dl]:07 Se%#])
Designamos por A' a transposta da matriz A.

Proposigao 11.9. As matrizes de incidéncia, adjacéncia e valéncia verificam a igualdade
matricial

M-M'=Q+D
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Demonstra¢ao. Vamos provar para grafos simples. Cada linha da matriz M, que corres-
ponde a um vértice, é um vector com zeros e uns. Cada entrada deste vector corresponde
a uma aresta, e é zero se aresta que nao incide no vector, e é um se nele incide. A multipli-
cacdo de M por M* é uma matriz quadrada em que, na linha i e coluna j, temos o produto
interno dos vectores correspondentes a v; e a v;. Assim, se ¢ # j, apenas obtemos 1 se v;
e vj sao incidentes, e obtemos zero caso contrario. Quando ¢ = j temos uma soma de 1’s,
tantos quantos as arestas incidentes em v; = v;. Em ambos os casos, obtemos @;; + D;;
como queriamos provar.

Deixamos o caso de pseudo-grafos como exercicio. O

Teorema 11.10. Seja G um grafo (ou pseudo-grafo). A soma dos graus de todos os
vértices € igual ao dobro do tamanho de G. Ou seja

(11.1) > dy =24

veV

Demonstra¢ao. Novamente, consideremos o caso dos grafos (simples). Vamos somar todas
as entradas da matriz M. Cada coluna tem 2 entradas iguais a 1, e todas as outras sao
zero. Cada linha tem tantos valores 1 quantos o grau do vértice correspondente. Por um
lado, somando coluna a coluna, obtemos 2|A|, uma vez que as colunas correspondem as
arestas. Por outro lado, somando linha a linha, obtemos ) . d, uma vez que cada linha
corresponde a um vértice. O caso de pseudo-grafos é semelhante. O

Corolario 11.11. Em qualquer grafo (ou pseudo-grafo) o nimero de vértices de grau impar
€ par.

Demonstragao. Basta considerar a igualdade (11.1) médulo 2, ouseja ) i, d, =0 mod2,
e notar que, novamente moédulo 2,

> =Y =Y 1o

veV veW veW

onde W é o conjunto dos vértices v tais que d,, € impar. Os outros termos nao contribuem
para a soma, pois essas parcelas tém d, = 0 mod 2. O

Corolario 11.12. Seja G um grafo de ordem n € N. Sen é par, o nimero de vértices de
grau par € par. Sen € impar, o numero de vértices de grau par € impar.

Como consequéncia, se tivermos um grupo de pessoas em niimero impar, ha sempre pelo
menos uma delas que conhece um ntimero par das restantes.

11.2. Isomorfismos e subgrafos.

11.3. Sequéncias graficas. Dado um grafo G com veértices V' = {vy, -+ ,v,} podemos
naturalmente cosiderar a sequéncia de inteiros nao negativos

d17d27"' 7dn7

onde d; é o grau do vértice v;, i € [n]. Como nao nos interessa a ordem dos indices dos
vértices, podemos sempre assumir que esta sucessao é nao-crescente:

dy >dy > -+ > dy.

Uma sequéncias destas, obtida a partir de um grafo, chama-se uma sequéncia grafica. Na-
turalmente, se dois grafos sdo isomorfos, entdo tém a mesma sequéncia grafica. Mas po-
demos perguntar-nos: dada uma sequéncia nao-crescente de ntimeros inteiros, sera que é
uma sequéncia grafica? Por outras palavras, serd que existe um grafo G tal que os graus
dos seus vértices sejam os nimeros da sequéncia dada?
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Proposicao 11.13. Seja dy > dy > -+ - > d,, uma sequéncia grdifica. Entao temos:
(1) > d; € par,
(2) d1 <n
(3) >, di <n(n—1).

Demonstragao. Seja G um grafo com essa sequéncia de graus. (1) Ja foi visto. Para ver
(2) e (3) consideramos que G ¢é subgrafo do grafo completo K,,. Como K, ¢ (n—1)-regular

e tem (5) = @ arestas, temos d, < n — 1 para qualquer v € Vg e 2|Ag| < n(n —1)
pelo que (3) segue do Teorema 11.10. t

Observagao 11.14. Se quisermos obter um multigrafo, nem todas as restrigoes acima se
tém que verificar. De facto, para qualquer sequéncia que verifique a condicao (1), existe
um multigrafo que a realiza.

Proposigao 11.15. Considere a sequéncia
do=A>dy >dy>--->dy.
Esta sequéncia € grifica se e sé se uma ordenag¢do dos nimeros
di—1,de—1,---,dan —1,day1,- -+ ,dn
também for grdfica.

Demonstra¢ao. Supondo que dy — 1 > dy —1 > -+ > da —1 > day1 > -+ > dy é
grafica, entdo juntamos o vértice vy, com grau A e obtemos um grafo com n + 1 vértices
e a sequéncia grafica de cima. Caso a de cima seja grafica, aplicamos o processo inverso,
removendo o primeiro vértice. ]

11.4. Problemas de Revisao.

(1) Sejam M,Q e D as matrizes de incidéncia, adjacéncia e grau de um pesudo-grafo
G. Mostre que M - M*=Q + D e que ), ; M;; = 2|Ag|.

(2) Desenhe o grafo que tem a seguinte matriz de incidéncia. Qual o seu namero de
componentes conexas?

(3) Seja k um namero natural. Um grafo diz-se k-regular se d, = k para todo o v € V.
Mostre que se G é k-regular com k impar, entdao |V| é par. Mostre que se G é
conexo e l-regular, entdo |V| = 2. Mostre que se G é 2-regular e conexo, entao é
um ciclo.

(4) Determine todos os grafos conexos com 4 vértices, a menos de isomorfismo.

(5) Considere a sequéncia {{6,3,3,3,3,2,2,2,2,1,1}}. Mostre que é grafica, e construa
um grafo com esta sequéncia de graus.

(6) Seja K, o grafo completo com n vértices e seja vy um deles. Quantos caminhos
diferentes tém vy como caminho final?

(7) Mostre que, se G e G sdo isomorfos, entdo a ordem de G, n = |Vg| verifica: n = 0
ou n =1 moédulo 4.

(8) Seja G um grafo conexo e regular com 22 arestas. Quantos vértices pode ter G?
Construa um tal grafo, que néo seja um ciclo.

(9) Um edificio tem 27 salas iguais, dispostas como no cubo de Rubik, tendo escadas
ou portas entre todas as salas adjacentes. E possivel percorrer todas as salas uma
unica vez comecando num sala vértice e terminando na sala do centro?

12. CAMINHOS E CONEXIDADE

Vamos agora analizar percursos em grafos, e a informacao que a existéncia de determi-
nados percursos no grafo nos da.
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A primeira nocgao é a de passeio num grafo. Isto é uma sequéncia de vértices e arestas
percorridas através de incidéncia. Como estamos em grafos simples, um passeio é deter-
minado por uma sucessio de vértices em que os vértices podem aparecer um apos o outro
somente quando sao adjacentes.

Definigao 12.1. Um passeio num grafo (simples) é uma sucessao de vértices vgvy - - - vy,
em que v; e v;4+1 sao adjacentes. Nesta sucessao, podemos repetir o mesmo vértice varias
vezes. Pensamos neste passeio como uma sucessao de etapas: primeiro vamos de vy a
vy pela (tnica) aresta que os une, depois de v; a vy pela aresta que os liga, e assim
sucessivamente. Se temos n+ 1 vértices dizemos que o passeio tem comprimento n (que é o
namero de arestas percorridas). Se vy coincide com v, dizemos que ¢ um passeio fechado.

Exemplo 12.2. ...

Definigao 12.3. Um grafo diz-se conexo se dados quaisquer dois vértices, existe um passeio
que comega num deles e termina no outro.

13. GRAFOS PLANARES
14. ARVORES
15. COLORACOES

16. EMPARELHAMENTOS
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APENDICE A. RAIZES E FACTORIZAGAO DE POLINOMIOS

No caso de coeficientes reais (e complexos, claro!), a forma mais util de entender a
factorizacao de polindémios em factores irredutiveis é usando o conceito de raiz de um
polinémio p(z).

A.1. Raizes e Factorizacao de Polinémios Reais.

Exemplo A.1. Consideremos o polinémio (biquadratico) p(z) = § — 22% + 22%. A bem
conhecida féormula resolvente para equagdes do segundo grau, permite-nos escrever

1 1 2 1 1
plx)=0 <« ——§x2+2x4:0 & x2:—<§:|: —5—§):—<§:|:—>

3 3 4\3 9 3 4\3 3
ou seja as raizes, ou solugdes de p(z) = 0 sdo dadas por z2 = % ouz? = % Assim, podemos
escrever:
5 1 1 1 1 1 1 1
r) =2zt — 2?4+ - =22 — )@ - 2) =20z - =)o+ —=)(z - —=)(z + —).
p(a) Tt =2t - P - ) =20 - e+ e - D+ )

Este polinomio serve para exemplificar como a factorizagao em irredutiveis é diferente em
Q[z] e em R[z]. Em R[z]| a ultima expressao ¢ uma factorizagdo em polinémios monicos
irredutiveis, uma vez que todos os factores tém grau 1 e sdo monicos (pelo exercicio 7.28(2)).
No entanto, estes factores nao pertencem a Q[x] (pois o coeficiente %, por exemplo, nao
é racional), e assim, a factoriza¢do em irredutiveis monicos, no anel Q[z], garantida pelo

Teorema 7.29, é a anterior:
1 1
z) =2(x? — 2)(2® — ).
plr) = 2(2* - 5)(a* - 3)
Voltando a factorizagdo em Rlz], ela foi obtida determinando os zeros do polinémio
p(x). Estes zeros sao chamados as raizes de p(x), e a factorizagdo de polindémios esta

intimamente ligada com esta nocao.

Definigao A.2. Uma raiz do polinémio p(z) € R[z] é um namero complexo zp, tal que
p(z0) = 0. Uma raiz real do polinémio p(x) € R[z] ¢ um namero real xg, tal que p(xo) = 0.

Observagao A.3. Note-se a diferenca entre raiz (possivelmente complexa) e raiz real de
um polinémio de coeficientes reais. De facto, nem todos os polinomios em R[z] tém raizes
reais.

Exemplo A.4. Considere p(x) = 22 +1 € R[x]. As raizes de p sdo os niimeros complexos
21 =1 e zy = —i (onde i é a unidade imaginéria). Este polindmio nao tem raizes reais, e
como veremos é irredutivel em R[z]. No entanto, se considerarmos que p(x) = 2 + 1 est4
em C[z], temos a seguinte factorizagdo em irredutiveis (de Clz]): 22 + 1 = (x —4)(x +19).

Este exemplo ilustra o que se passa em C[z]: todos os polinémios tém raizes e todos os
polinémios irredutiveis tém grau 1. Este enunciado é precisamente o Teorema Fundamental
da Algebra (veja-se o Apéndice). Apesar do caso real nao ser assim tao simples como o
complexo, vamos continuar a tratar da irredutibilidade em R[z], pois sera usada mais tarde.

Proposigao A.5. Se a € R € uma raiz de p(z) € R[z], entao (x — «) | p(z).
Demonstragao. Consideremos a divisao de p(z) por b(x) := x — a. Temos

(A1) p(x) = (z — &) q(z) + r(x),

onde ¢(z) é o quociente, e r(x) o resto. Pelo algoritmo da divisao, temos or < 1 = b, ou
seja r(x) = r € R & uma constante! A equagao (A.l) fica entao r = p(x) — (z — ) q(x).

Substituindo x pela raiz a, e usando a hipotese de que p(«) = 0, conclui-se r = p(a) — 0 -
q(a) = 0. Isto mostra que p(z) = b(z)q(x) e que p é divisivel por b(z) = = — a. O
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O seguinte corolario é imediato.

Corolario A.6. Se um polinomio p € Rlz|, de grau superior a 1, tem uma raiz real, entao
nao € irredutivel.

Desta forma, para testar a irredutibilidade, podemos comecar por tentar encontrar rai-
zes. Segundo este corolario, sabemos que, ao encontrarmos uma raiz real o de p(x),
podemos escrever p(z) = g(z)(x — «), o que nos leva a considerar a irredutibilidade, por
intermédio das raizes, de ¢(x), um polinémio real com grau menor que p, e assim sucessi-
vamente. E o que acontece quando p nao tem raizes reais?

Proposicao A.7. Seja p € Rlz| um polinomio. Entao, a sua lista de raizes complexas é
da forma

{0417“‘ s O, W1, W1, - - 7wk7wk}
onde a; € R e w; € C\ R. Dito de outra forma, sempre que um nimero, nao real, w;
aparece na lista das raizes, entao também aparece o seu conjugado W;.

Demonstragao. Seja p(x) = ag + -+ + apa™ € Rz], com n = dp e a; € R para todo i =
1,---,n (an # 0). Entdo p(z) € Clz]. Usando o teorema fundamental da Algebra podemos
factorizar p(x) como produto de factores irredutiveis, todos de grau 1, com coeficientes
complexos. Sem perda de generalidade podemos escrever:

p(x)=ao+ - +az" = c-(x—2z1) (2 —2n)

onde ¢ € C\ {0} e todos os z; sdo ntmeros complexos (ndo necessariamente distintos).
Obviamente p(z;) = 0 para todo i = 1,--- ,n. Sendo z; o namero complexo conjugado a
z1, Vemos que

p(Zi) =ao+arZi+ -+ an " = ap + @1z + -+ apzl = p(z) =0=0.
Assim, qualquer conjugado de uma raiz é uma raiz, como queriamos provar. ]

Proposicao A.8. Seja p € Rlz| um polinémio irredutivel méonico. Entao, p(x) = x — «
com a € R, ou p(x) =22 +bx +c com b,c € R e b? —4c < 0.

Demonstragao. Vamos supor que p tem grau superior a 2. ]

No segundo caso, de acordo com a férmula resolvente da equacgao do segundo grau, nao
ha raizes reais.

Proposicao A.9. Sejam p,q € R[z]. Se as raizes de p e q sao disjuntas (como nimeros
complezos), entao p e q sao polindmios primos entre si.

Demonstracao. Na hipdtese da proposicao, os factores irredutiveis de p e g sdo diferentes.
Ou seja, nenhum factor irredutivel de p é factor de ¢, e vice-versa. Assim, de acordo com
o Teorema ..., 0 maximo divisor comum monico entre p e g é 1. ]

A demonstragao do seguinte resultado é um pouco longa, e envolve a consideracao de
alguma analise complexa, pelo que nao sera aqui feita.

Teorema A.10. Seja p(z) € Rlx]. Sejam x1,--- , 2, as suas raizes reais distintas, e
21 = a1 tiby, -+, 2z, = an Liby, as suas raizes complezas distintas (que ocorrem aos pares).
Entao op > m+2n e a factorizacao de p(x) em polinémios mdnicos irredutiveis € dada por

p(x) =cle—a)" - (2 = zn)* (@ = 2012 + |21)" - (@ = 202 + 27,

para certos naturais ki, ,km, 1, ,ln.
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APENDICE A. O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

O resultado mais importante sobre polinémios de vériavel complexa é o chamado teorema
fundamental da algebra, que afirma que qualquer polinémio nao constante possui uma raiz
em C.

Teorema A.l. [Gauss| Qualquer polinémio complexo nao constante tem wma raiz com-
plexa. Por outras palavras, dado um polindmio de graun > 1, p(z) = ag+a1z+ ... +a, 2",
existe zg € C tal que p(zp) = 0.

Para provar este teorema vamos usar duas propriedades simples dos polinémios: o facto
de serem ilimitados e verificarem os principios do moédulo maximo e minimo.

A.1. Polinémios nio constantes sao ilimitados. E intuitivo que os polinémios nao
constantes sao ilimitados, pois este facto verifica-se para os polinémios com coeficientes
reais, com os quais o leitor podera estar familiarizado.

Para mostrar esta propriedade de forma rigorosa, precisamos de usar os conceitos de
limite e de continuidade. Seja f : C — C uma fungao complexa de varidvel complexa.
Diz-se que f(z) tende para zero (resp. co) quando z tende para oo se, para todo a > 0
existe R > 0 tal que

lf(2)] < a, (resp. |f(2)] > «a) Vz tal que |z| > R.
Para expressar o conceito de fungao (i)limitada usa-se o modulo de ntimeros complexos.

Lema A.2. Se p(2) = apz" + an_12"" 1+ -~ + a1z + ag € um polinémio de grau n > 0,
entdo |p(z)| — oo quando |z| — oo.

Demonstragao. Para mostrar que |p(z)| é tdo grande como se queira, usa-se a desigualdade
triangular, e o facto de que a funcao G"T’l +- -+ it + 2% tende para zero quando z — oo.

on—1

Mais precisamente, existe um R > 0 tal que |“%L + ... 4 S + 2] < |a—2"|, sempre que
|z| > R (note-se que a,, # 0). Assim, temos:
)=

Ap—1 a

Qp—1 ai agp
+_...+_ ..

-+ +

@n + prs

1 ago
e ey

> [2"] (Jan| -

> 2" <|an| - §|an|> = §|an||z|” para todo o z tal que |z| > R.

p(2)] = [2"|

n

Isto é suficiente para concluir o pretendido. O

Uma fungao f : C — C diz-se limitada se existir M > 0 tal que |f(z)| < M para todo
o0 z € C. A mesma funcao diz-se ilimitada se nao for limitada. Assim, este lema pode ser
reescrito na seguinte forma.

Corolario A.3. Se p(z) € um polindmio limitado entdao ele é constante.

A.2. Principios do médulo maximo e minimo para polinémios. Os polinémios
verificam também os principios do médulo méximo e do médulo minimo, outra propriedade
que embora seja simples de demonstrar, ja nao é tao intuitiva, dado que nao é valida para
os polinémios reais.

Definigao A.4. Seja 2 uma regido. Dizemos que uma funcgao h : 2 — R, tem um maximo
(resp. minimo) local em zy € 2, se existe uma vizinhanga V' C Q de zp tal que h(z) > h(z)
(resp. h(z9) < h(z)) para todo z € V.

Proposicao A.5. Dado um polinémio nao constante p, a fungao h(z) := |p(z)|, h: C - R
nao tem mdximos locais, e nao tem minimos locais em pontos zy onde p(zy) # 0.
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Demonstracao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que o méaximo ou minimo
local ¢ atingido em zp = 0 (porque se |p(z)| tem maximo/minimo em 2y entao |p(z + 2o)|
tem maximo/minimo em 0). Assim, seja p(z) = 2" + @p_12""1 4+ -+ + an2™ + ao,
ap = |agle® (onde am, 0 < m < n, é o primeiro coeficiente nao nulo a seguir ao ag)
e z = re'. O caso m = n, sendo mais simples, ¢ deixado ao leitor. Supondo m < n,
dado que @112 + - + ap2™ ™ tende para zero quando z — 0, existe um certo € > 0
tal que |amy1z + -+ + ap2"" ™| < |am| para todo z com |z| < e. Isto equivale a ter
|am412™ T + -+ a2 < |ag,z™| sempre que 0 < |z| < e.

Esta desigualdade permite provar ambos os principios, pelo que vamos somente deduzir
o principio do minimo. Assim, para 0 < |z| < &, e assumindo ag # 0,

lag + @mz™ 4 ame12™ T 4+ an 2| < lag + amz™| + lamy1 2™ -+ 02" <

<lap + am2™| + |amz™| = ‘|a0|em° + || et M m| =

‘ + |amz
= lao| = |am[r"™ + |am|r"™ = |ao| = [p(20)]

desde que agora tomemos 6 de tal modo a que ag = oy, + mO + . Assim, em qualquer

vizinhanga de 0, |p(z)| ndo atinge um minimo, a menos que ap = 0. Neste tltimo caso o

ponto zgp = 0 é uma raiz de p(z). Assim, a func¢éo |p(z)| ndo tem minimos locais, excepto

nas raizes de p(z). O

Como consequéncia destes principios, vemos que, para qualquer polinémio nao constante,
a fungao h(z) = |p(z)| ndo apresenta nenhum maximo em nenhuma regiao 2 C C, e s6
apresenta minimos quando essa regido contém uma ou mais raizes de p(z). Por outro
lado, o importante teorema de Weierstrass diz-nos que fungoes continuas tém méximos e
minimos em conjuntos compactos.

Teorema A.6. (Weierstrass) Seja h : C — R uma fun¢ao continua e D C C um disco
fechado. Entao f atinge mdximo e minimo em D.

Demonstrag¢ao. Vamos provar primeiro que a imagem h(D) é um conjunto limitado em R.
Note-se que eualquer funcéo continua h : C — R é localmente limitada. Ou seja, dado
zp € C, e um real positivo €, existe uma vizinhanca U de zy na qual temos:

h(2) — h(zo)| <& = |h(2)] < |h(z0)| +&, VzeU.

Vamos supor que f nao é (globalmente) limitada em D, ou seja que VM > 0 existe z € D
tal que |h(z)| > M. Vamos dividir sucessivamente o conjunto D em conjuntos fechados,
cada vez menores, utilizando rectas horizontais ou verticais que passam no interior de D.
No primeiro passo, escrevemos D = A; U By onde A; e By s@o subconjuntos fechados
nao vazios de D separados por uma recta vertical. Como h(D) nao ¢ limitada, h ndo ¢
limitada num dos conjuntos A; ou By, pelo que podemos assumir que h(A;) nao é limitada,
existindo um ponto z; € A;. Dividimos entdo A; = Ay U By por outra recta, desta vez
horizontal, passando pelo interior de A; e supomos, sem perda de generalidade que h(As)
é ilimitada, pelo que existe z9 € Ay. Procedendo desta forma, construimos uma sucessao
{zn}nen com z, € A,,.

A sucessao z, forgosamente converge para um ponto zo, em C, porque tanto as partes
reais como as partes imaginarias de z, pertencem a intervalos sucessivamente menores de
R. Por outro lado, como D é um conjunto fechado, D contém os pontos limite de sucessoes
em D, pelo que z,, — 2z € D. Por construcao, para qualquer vizinhanca U de z,,, temos
An C U para N suficientemente grande. Como f € ilimitada em Ay, mas é limitada em
U pelo argumento anterior de limitagao local, obtemos uma contradigao.

Agora mostramos que f(D) tem maximo e minimo. Vamos supor que nao tem minimo.
Pelo axima do infimo, sabemos que existe m = inf,cp{f(z)}. Vamos supor que este
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minimo nao é atingido, ou seja f(z) > m para todo o z € D. Assim, a funcao
1
9(2) = 75—
f(z) =m
é continua, e pelo argumento anterior, estando definida em todo o D, ela é limitada em D.
Temos entao |g(z)| < M para certo M > 0. Ou seja,

) —ml > -,

o que nos diz que os valores de f(z) nao se aproximam do infimo m, o que contradiz a
definicao de infimo. Assim, f tem minimo em D, e a demonstracdo para o maximo é
semelhante. O

Observagao A.7. O teorema de Weierstrass ¢ valido para qualquer conjunto compacto (ou
seja, limitado e fechado, ndo apenas discos) contido em qualquer espago euclideano R™ ou
cn.

Este teorema tem o seguinte corolario, cuja demonstracao se deixa ao leitor (note-se que
um polinémio é uma fungdo continua).

Corolario A.8. Se p(z) é um polindmio nao constante, e K C C é um subconjunto
compacto, entao os mdximos da fungao h(z) = |p(z)| (restringida a K ) encontram-se na
fronteira OK de K; os minimos de h encontram-se também em 0K quando p(z) nao tem
raizes no interior de K.

A.3. Demonstragao do Teorema Fundamental da Algebra. Podemos agora provar
o teorema fundamental da algebra, que foi demonstrado por primeira vez por Gauss:

Teorema A.9. Qualquer polindmio nao constante possui pelo menos uma raiz em C.

Demonstragao. De acordo com o Lema A.2, seja R tal que |p(z)| > |ag|, sempre que
|z| > R. Assim, se por exemplo considerarmos o disco fechado D(R), sabemos, pelo
teorema de Weierstrass que a funcao continua h(z) = |p(z)| : C — R, tem um minimo
em D(R). Este minimo nao esta na circunferéncia fronteira, porque |p(z)| > |ag| = |p(0)],
sempre que z € C'(R). Assim, o minimo estara no interior do disco, o que pelo principio

do minimo (Proposigao A.5), implica que existe um zp, tal que p(zp) = 0. O
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